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Resumo

Este trabalho investiga o problema da estabilizacao local para sistemas dis-
cretos no tempo com parametros variantes no tempo, LPV (do inglés, Linear
Parameter Varying), e sujeitos a atuadores saturantes. A fungao saturagao
¢ representada como uma nao-linearidade do tipo zona-morta, possibilitando
a aplicacao da condicao generalizada de setor. Devido a limitacao no sinal
de controle é necessario caracterizar uma regiao, na qual qualquer trajeté-
ria dos estados iniciadas dentro desta regiao convirjam para a origem. Dessa
forma, sao propostas condigoes convexas para projetar controladores por rea-
limentacao de estados que estabilizam localmente o sistema em malha fechada
para um conjunto de condigoes iniciais admissiveis. As primeiras condigoes
apresentadas baseiam-se em funcgoes de Lyapunov dependentes de parame-
tros polinomiais homogéneas, HPPD (do inglés, Homogeneous Polynomially
Parameter-Dependent). Gracas a um conjunto de niveis definido a partir de
uma funcao Lyapunov, obtém-se estimativas menos conservadoras da regiao
de atracao. Os ganhos do controlador podem assumir estruturas racionais
nos parametros variantes no tempo, produzindo melhores estimativas da re-
giao de atracao, bem como um amplo conjunto de sistemas estabilizaveis. As
demais condigoes apresentadas neste trabalho sao baseadas em fungoes poli-
quadraticas, que é um caso particular das funcoes polinomiais homogéneas.
Sao apresentados exemplos numéricos para demonstrar a eficacia dos métodos
propostos. A primeira condi¢ao baseada em fungoes poliquadraticas permite
considerar a dependéncia paramétrica na matriz de entrada do modelo do sis-
tema. A segunda condicao garante uma taxa minima de contratividade da
funcao de Lyapunov por meio do indice de desempenho adotado que é o A-
contratividade. Uma estrutura integral proporcional é empregada para garan-
tir erro de rastreamento nulo para sinais de referéncia constantes por partes
Portanto, esta proposta se encaixa nos requisitos de projeto dos sistemas reais
LPV e quasi-LPV. Ensaios experimentais conduzidos em um controle de ni-
vel nao-linear de segunda ordem ilustram o potencial da abordagem proposta.
Além disso, os testes indicam como a taxa de contratividade afeta o tamanho
da estimativa regiao de atracgao.

Palavras-chave: Sistemas LPV. Atuadores saturantes. Funcgoes de Lyapu-
nov dependentes de parametros. Regiao de atracao.
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Abstract

This paper investigates the problem of local stabilization for discrete time
systems with time varying parameters, LPV (Linear Parameter Varying), and
subject to saturating actuators. The saturation function is represented as a
dead zone nonlinearity, implying the application of the generalized sector con-
dition. Due to the limitation in the control signal it is necessary to characterize
an estimate region of attraction in which any trajectory of states beginning
within this region converge to the origin. Thus, convex conditions are propo-
sed to design state feedback controllers that locally stabilize the closed loop
system for a set of allowable initial conditions. The first conditions presented
are based on Homogeneous Polynomially Parameters-Dependent (HPPD) Lya-
punov functions. Thanks to a set of levels defined from an Lyapunov function,
less conservative estimates of the region of attraction are obtained. Controller
gains can assume rational structures in time-varying parameters, producing
better estimates of the region of attraction as well as a broad set of stabi-
lizable systems. The others conditions presented in this paper are based on
polyquadratic functions, which is a particular case of homogeneous polynomial
functions. Numerical examples are presented to demonstrate the effectiveness
of the proposed methods. The first condition based on polyquadratic functions
which allows to take into account the parametric dependency in the system
model input matrix. The second condition guarantees a minimum contractility
rate of the Lyapunov function through the adopted performance index which
is A-contractivity. A proportional integral structure is employed to ensure null
tracking error for piecewise constant reference signals. Therefore, this proposal
fits the design requirements of real LPV and quasi-LPV systems under satu-
rating actuators. Experimental trials conducted on a second order nonlinear
level control illustrate the potential of the proposed approach. In addition,
tests indicate how the contractility rate affects the size of the estimated region
of attraction.

Key-words: LPV systems. Saturating actuators. Parameter-dependent
Lyapunov Functions. Region of attraction.
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Capitulo

Introducao geral

Neste trabalho sao desenvolvidas condigoes convexas de sintese de controladores por
realimentagao de estados para sistemas lineares com parametros variantes no tempo (LPV
do inglés, Linear Parameter Varying) sujeitos a atuadores saturantes. Devido a essa néo-
linearidade na entrada do sistema, a estabilidade assintética global é, em geral, quase
impossivel. Assim a andlise de estabilidade para um sistema LPV com atuadores satu-
rantes precisa ser feita via estabilidade local, isto é, para uma vizinhanga limitada em
torno do ponto de equilibrio. Portanto, o objetivo do projeto de controlador é garantir
a estabilizacao local do sistema LPV sob saturacao de atuadores, para isso é necessario
a estimacao de uma regiao no espaco de estados tal que toda trajetéria iniciando nessa
regiao convirja para o ponto de equilibrio.

Os processos fisicos estao sujeitos a diferentes tipos de nao-linearidades, tais como
saturacao dos estados, atritos, folgas, histerese, saturacao da taxa de variacao de um
atuador, entre outras. No entanto, o foco no desenvolvimento apresentado na sequéncia
¢é sobre a saturacao de amplitude dos atuadores. Essa escolha deve-se ao fato de que
essa nao-linearidade de amplitude costuma ser a mais comum relacionada aos atuadores
em processos industriais. Como é o caso, por exemplo, dos conversores de poténcia e
amplificadores, que possuem correntes e tensoes de saida limitadas a fim de evitar danos
aos componentes.

Neste capitulo, primeiramente, é ilustrado o problema de estabilidade que pode advir
da inclusao de saturacao nos atuadores do sistema. Esse é o principal problema a ser
tratado nesta dissertacao. A ideia é dar ao leitor uma visao geral do problema investigado,
com o minimo de formalismo. Nos capitulos seguintes a formalizagao das ideias aqui
introduzidas sera feita de forma mais detalhada. Posteriormente, sao suscitados alguns
aspectos que também sao tratados na dissertacao, bem como um estudo da literatura
para cada caso. E; por fim, sao apresentados os objetivos principais com este trabalho e

a organizacao textual, com base em cada capitulo.



1.1. Sistemas LPV saturantes

1.1 Sistemas LPV saturantes

O objetivo desta secao é mostrar para o leitor quais sao os problemas advindos com
a saturagao no sinal de controle de um sistema LPV. Para isso, é realizada uma breve

explicacao sobre sistemas LPV, bem como algumas representagoes possiveis.

1.1.1 Representacao de sistemas LPV

Os sistemas lineares com parametros variantes (LPV) sdo sistemas dinamicos cuja des-
crigdo matemadtica depende de parametros que alteram valores ao longo do tempo (Briat,
2015). Existem vérias representagdes possiveis para um sistema LPV, sendo algumas
apresentadas a seguir.

Sistemas LPV na forma LFT: Os sistemas LPV na forma de transformacao fracio-
nal linear (LFT) s@o sistemas LPV expressos como interconexdes de dois subsistemas.
Esse procedimento é frequente em analises e controles robustos. A ideia principal dessa
forma de representacao do sistema LPV é em reescrever um sistema complexo como uma
interconexao de uma parte simples e uma parte complicada, isto é, em uma parte que
possui linearidade, invariancia no tempo e outra com nao-linearidades, dinamica de di-
mensoes finitas e variancia no tempo (Briat, 2015). Os sistemas LPV na forma LFT sao

representados da seguinte forma:
Tpy1 = Axy + Buy,
Wr — H(ak)zk,
em que wy € 2, sao sinais que descrevem a interconexao com a parte dependente do
parametro 0(qy), xp é o vetor de estados do sistema, uy é o sinal de controle e oy é o
parametro variante no tempo.
Sistemas LPV na forma de entrada/saida: Essa forma de representagao é a menos

difundida. E utilizada para identificagao e projeto de controle. Os sistemas LPV na

forma de entrada/saida sao representados como:

D(Uv p)y = N<Ua p)ua (1.2)

em que u ¢ a entrada do sistema e y a saida. O o é o operador avanco que para o caso

discreto no tempo é descrito da seguinte forma:

o(y(k)) = y(k +1). (1.3)

Os polinémios N e D sao polinémios em o (operador) e em p (pardmetros variantes no

tempo).
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Sistemas LPV na forma politépica: A estrutura politopica é uma maneira de repre-
sentar e analisar sistemas LPV. Os sistemas politopicos sao explicitamente representados
como uma combinagao convexa de sistemas lineares com variacao temporal. Essa propri-
edade estrutural pode ser explorada para obter resultados de estabilidade e estabilizagao
que podem ser facilmente verificaveis usando técnicas de otimizacao convexas, como é o
caso das LMIs. Devido a esse fato, neste trabalho, a andlise de estabilidade e o projeto de
controlador sao realizados em sistemas LPV na forma politépica, que sao representados
da seguinte forma para um sistema discreto no tempo:

Tri1 = Alag)xg + B(ag)ug, (1.4

2z, = Clayg)xy, .
em que xj € R” é o vetor de estados, u; € R™ é o vetor de sinais de controle, z; € R"* é o
vetor de saidas do sistema e as matrizes A(ay) € R™", B(ay) € R™™ e C(ay) € R™*",

pertencem ao politopo dado pela combinacao convexa de N vértices conhecidos:
N N N
Alag) = Zak,z‘Ai7 B(ay) = Zak,sz', Clag) = Zak,ici7 (1.5)
i=1 i=1 i=1
sendo a € A o vetor dos parametros variantes no tempo em que A é o simplex unitario:
N
A:{akeRN:Zak,i:L i > 0, izl,...,N}. (1.6)
i=1

Note que na representagao (L4]) ainda pode ser considerada o efeito de uma perturba-

¢ao aditiva wy € R™ . Esse aspecto sera considerado nos préoximos capitulos.

1.1.2 Efeitos da saturacao

A saturacao nos atuadores pode causar efeitos indesejados no sistema, como ciclos li-
mites, pontos de equilibrio parasitas e até mesmo levar o sistema a instabilidade. Varios li-
vros trazem estudos especificos sobre o problema de saturagao, como em (Tarbouriech et al. |,
2011; ICorradini et al. |, 2012; [Yang et al.|,2019), que evidenciam a relevancia desse tema
tanto do ponto de vista académico quanto de aplicagoes em processos econdomicos que
exigem maior desempenho e eficiéncia. Portanto, para ilustrar esses efeitos no sistema,
primeiramente é realizado o projeto de um controlador para um sistema LPV sem a limi-
tacao de entrada e, posteriormente, o mesmo controlador projetado sera utilizado em um

sistema LPV sujeito a atuadores saturantes.

Exemplo 1.1 Considere o sistema LPV discreto no tempo:

Trp1 = Alag)zy + Blag)us, (1.7)
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em que xp € R™ € o vetor de estados, up, € R™ € o vetor de sinais de controle e as
matrizes A(ay) € R™™ e B(ag) € R"™ ™ pertencem ao politopo dado pela combinagio
conveza de N vértices conhecidos dado em (I.3) e ay € A.

As matrizes A e B dos vértices sao dadas por:

A = {—0,45 —0,45} A - { 1,35 1,35

1
~-1,80 0 —0.90 0,45}  Bi=5 = M ' (18)

O vetor de parametros variantes no tempo, o(k), estda disponivel em tempo real per-

matindo o uso da lei de controle

U = K(ak)xk, (19)
em que K(oy) € R™>™ |
N
K(ow) =) ik, (1.10)
i=1

e 0s valores de K; € R™*" devem ser determinados. Esse controlador deve garantir a

estabilidade assintotica do sistema em malha fechada,
Thp1 = <A(ozk) + B(ak)K(ak)>xk. (1.11)

Para a realizacao da sintese é utilizada uma funcao de Lyapunov dependente de pa-
rametro variante no tempo, ri P(ay)zy, e a técnica proposta em (Daafouz €& Bernussou,

2001). Assim, os valores de K; determinados para o sistema ({1.7) com matrizes dadas

em (L38) sdo:
K; =1[0,8838 0,2698] K,=[-0,5912 —0,8820]. (1.12)

Escolhendo uma condi¢ao inicial igual a xy = [—0,16 — 2,77] € tracado o grdfico
das trajetorias dos estados do sistema, como pode observar na Figura [L1. Percebe-se
que as trajetorias convergem para a origem, como esperado, concluindo que o controlador

projetado garante a estabilidade do sistema (1.7) para essa condigio inicial especifica.

O sinal de controle para essa trajetdria € mostrado na Figura[L.2 parte superior, e na
parte inferior da Figura[l.2 sGo mostrados os ganhos de K(ay) para a condigdo inicial x

dada. A variacao dos pardametros pode ser visualizada na Figura L3,

Desta vez, considere o sequinte sistema LPV discreto no tempo com atuadores satu-
rantes,
T = Alag)xr + B(ag)sat (ug) , (1.13)
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8+

Figura 1.2: Sinal de controle (parte superior) e ganhos K (aj) na parte inferior para
vo = [~0,16 — 2.77].

0.8 -

g

04 | 1

02 - 1

Figura 1.3: Valores de ay.

em que as matrizes A(ay) e B(ag) pertencem ao politopo dado em (I.0) e apresentam os

mesmo valores que em (I.8). Percebe-se que agora a entrada uy apresenta wma limitagdo
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em amplitude, considerando o limite da amplitude equivalente a 1, tem-se,
—1 <sat(u) <1,
em que neste caso, a satura¢do pode ser expressa como
sat (ux) = sign (uy) min{|ugl,1}.

Para tratar o termo sat (uy) entao, define-se a fungdo zona morta, W(uy), que pertence
a uma condicao de setor:
U(ug) = up — sat (ug), (1.14)

Usando (I.1J) tem-se que sat (uy) = up — V(ug), que substituindo em (IL.13) resulta

Tip1 = (A(ak) n B(ozk)K(ak))xk - B(ak)\II(K(ak)xk). (1.15)

A Figura[1.7) mostra as trajetorias dos estados do sistema (113) para a mesma con-
digcao inicial xg, isto €, ry = [-0,16 — 2,77] e considerando a mesma variagdo dos

parametros oy, dados na Figura[1.3.

30 T T T T T

20 - 1

30 1 1 1 1 1
-30 -20 -10 0 10 20 30

Figura 1.4: Trajetéria dos estados do sistema com saturacao (LI3]).

Com a finalidade de facilitar a visualizagao do leitor, a Figura[l.A é apresentada as tra-
jetorias dos estados do sistema (1.7) e as do sistema (L13). Portanto, é possivel analisar
que quando se inclui a limitacao de amplitude no sinal de controle, o controlador proje-
tado (1.12) nao conseque garantir a estabilidade assintotica do sistema (I.13). Percebe-se
que esse sistema ficou instdvel, sendo um dos grandes problemas que a saturagao gera nos

sistemas.
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Figura 1.5: Trajetéria dos estados do sistema sem saturagao (7)) (curva preta) e do
sistema com saturagao (L.I3) (curva azul).

O sinal de controle da trajetoria dos estados do sistema (1.13) pode ser visualizado na
parte superior da Figural[l 8, onde € possivel notar a insuficiéncia de esforco de controle
para levar a trajetoria para a origem, e oS ganhos projetados, que sao os mesmos da

Figura 1.3, na varte inferior da Fiaura [L0.

1 T T T
05 e
~ |- -
3 o
05 | ]
1 L 1 1 ! L 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
0 T T T T T T T
—~~
2
0.2 | .
3
N
S04 .
)
—~06 .
~=
3
~—0.8 - e
—
3
1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 1.6: Sinal de controle (parte superior) e ganhos K (o) na parte inferior para
vo = [-0,16 — 2,77].

Portanto, quando o sistema estd sujeito a atuadores saturantes, € necessario a carac-
terizagdo de uma regiago em torno no ponto de equilibrio (no caso a origem) tal que toda
trajetoria ali iniciada converge para o ponto de equilibrio, isto €, o controlador projetado

conseque garantir a estabilidade local (visto que nao sao para todas condigoes iniciais)

7



1.2. Revisao bibliografica

do sistema. FEssa regido é denominada de regiao de atra¢io (Ry), porém determind-la
nao € uma tarefa fdcil. Assim, em geral € realizada uma estimativa dessa regiao, que
denominamos (Rg). Note que Re C R 4.

O principal problema desta dissertagao, portanto, é descrito a seguir.

Problema 1.1 Dado um sistema LPV, discreto no tempo, com atuadores saturantes
como no sistema representado em (1.13), projetar um controlador dependente de parame-
tros, que considere a saturagdo e assequre a estabilizagcdo local da malha fechada (1.13)

para um determinado conjunto de condigoes iniciais.

1.2 Revisao bibliografica

Em processos reais € comum encontrar modelos com dinamica nao linear. Estas nao-
linearidades tornam os sistemas mais complexos, o que dificulta a andlise, visto que
descreveé-los analiticamente é praticamente impossivel e as ferramentas existentes para
tratar a estabilidade e a estabilizacao destes nao sao implementadas facilmente. J& em
sistemas lineares existem varias ferramentas mais acessiveis para analisar a estabilidade
dos sistemas, bem como projetar um controlador posteriormente. Assim, para facilitar a
manipulacao dos sistemas nao lineares utilizam-se técnicas a fim de lineariza-los, como a
linearizacao em torno de um ponto de equilibrio, em torno de uma trajetéria, linearizagao
por realimentacao, entre outras. Porém, essas técnicas nao sao muito confiaveis, pois se
tratam apenas de uma aproximacao do sistema. E neste caso que a representagao do sis-
tema nao linear em um sistema linear com parametros variantes no tempo torna-se uma
ferramenta interessante, pois possibilita a descricao do modelo nao linear em regices de
abrangéncia maior, formando um dominio de operacao para o sistema.

Sistemas LPV sao sistemas dinamicos lineares com dimensoes finitas, cujos parametros
variantes no tempo sao mensuraveis e podem ser agrupados em um vetor. Esse vetor mo-
difica o comportamento dinamico do sistema podendo afetar tanto o desempenho quanto
a estabilidade (Briat, 2015; [Sename et al. |, 2013). H& um interesse crescente por essa
estrutura de modelagem e identificacao em diversas areas como, por exemplo: aerondu-
tica (Lee et al.|,2001; Lu et al. ,2006), automotiva (Fialho & Balas, 2000; Hingwe et al. |,
2002; (Onat et al. |, 2007), mecanica (Giarré et al. |, 2006), mecatronica (Steinbuch et al. |,
2003), entre outras.

A teoria de Lyapunov é uma das ferramentas mais populares empregadas para lidar
com sistemas LPV. Em geral, essa teoria utiliza uma relacao matemética que pode ser
vista como uma funcao generalizada de energia do sistema. Se a funcao energia do sis-

tema é sempre positiva e decrescente com relagao ao tempo, as trajetorias do sistema
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tendem a origem (Briat, 2015). Uma vantagem significativa estd relacionada ao fato de
que a abordagem de Lyapunov geralmente permite a formulacao de condigoes de anélise e
projeto de controle na forma de desigualdades matriciais lineares (LMIs, do inglés Linear
Matriz Inequalities), que podem ser tratadas eficientemente por algoritmos especializados
baseados em otimizacao convexa (Boyd et al. |, 1994).

Na literatura encontra-se diversos trabalhos que representam um processo nao linear
como um sistema LPV, sendo citados alguns destes a seguir. Em (Geromel & Colaneri,
2000) sao estudadas condigoes globais de estabilidade assintética para sistemas politopi-
cos, de tempo continuo, variantes no tempo, usando uma funcao de Lyapunov dependente
de parametros, com a finalidade de obter resultados menos conservadores. Os parametros
variantes no tempo, bem como a sua derivada temporal, sao modelados como pertencentes
a conjuntos convexos politépicos. Em (Chesi et al. |, 12007) é tratada a anélise de estabi-
lidade robusta de sistemas lineares afetados por incertezas variantes no tempo com taxa
de variagao limitada. Nesse artigo, foi introduzida uma nova classe de funcoes de Lya-
punov dependentes de parametros, cuja caracteristica principal é que a dependéncia dos
parametros e as variaveis de estado sao expressas como formas polinomiais homogéneas.
O principal resultado do artigo foi a obtencao de uma condicao suficiente para determi-
nar a funcao desejada de Lyapunov, que equivale a resolver um problema de factibilidade
de LMIs, derivado de uma parametrizagao adequada de formas polinomiais homogéneas.
Nesta dissertacao o principal resultado obtido é utilizando também esse tipo de funcao de
Lyapunov, visto que é formulada de forma mais geral, isto é, menos conservadora. Em
(Pandey & De Oliveira, 2018) é introduzido uma nova condigao para a estabilizagao de
sistemas LPV de tempo discreto na forma de LMIs. Uma caracteristica das condigoes
propostas nesse trabalho é a capacidade de lidar com variacoes tanto na matriz dina-
mica como na matriz de entradas sem recorrer a procedimentos dinamicos de aumento
ou iterativo. Essa nova condicao apresenta o resultado de estabilizacao poliquadratica,
que é introduzida por Daafouz & Bernussou (2001). Uma das condi¢oes apresentadas
neste trabalho é baseada nesse trabalho realizado por [Pandey & De Oliveira (2018). Em
(Bertolin et al. |, 2018) é revisado o problema de andlise de estabilidade de sistemas com
parametros variantes no tempo arbitrariamente rapidos, para o caso discreto no tempo,
o que inclui a classe de sistemas lineares chaveados com comutacgao arbitraria discutido
em (Gomide & Lacerda, 2018). Para assegurar a estabilidade do sistema LPV em ques-
tao foram exploradas fungoes de Lyapunov de ordem superior, com equagoes de estado
redundantes.

Outra caracteristica comum em sistemas de controle é a saturacao dos atuadores. Nor-
malmente, a magnitude do sinal fornecido por um atuador depende de valores maximos e

minimos (Ghiggi, 2008). Isso pode ocorrer devido a energia limitada disponivel, seguranga
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do sistema operacional ou mesmo para reducao de custos. No entanto, essa limitacao pode
causar efeitos indesejaveis no sistema, como ciclos limite, pontos de equilibrio parasitas e
até mesmo levar o sistema a instabilidade (Tarbouriech et al. |, 2011).

Um outro problema relevante é a analise de estabilidade e a sintese de um sistema
sujeito a saturacao de atuadores. Embora aparentemente simples, um sistema linear
torna-se nao linear com a presenca desta limitacao. Esse problema pode ser formalizado
considerando o contexto de estabilidade global e estabilidade local. O primeiro caso
ocorre quando o sistema ¢é estavel, garantindo que as as trajetorias do sistema convirjam
assintoticamente para a origem, para toda condicao inicial. Quando o sistema em malha
aberta é exponencialmente instavel ou quando algumas especificacoes de desempenho ou
robustez devem ser atendidas pelo sistema de malha fechada, somente a estabilizacao
local é possivel, garantindo que as trajetérias do sistema convirjam assintoticamente para
a origem, para condigoes iniciais que pertencem a uma determinada regiao, chamada
de Regiao de Atracao (R4) (Tarbouriech et al. |, 2011). Percebe-se, entdo, que quando
restricoes de controle estao presentes, pode nao ser possivel garantir que as trajetorias
convirjam para a origem para todas as condic¢Oes iniciais. Assim € necessario determinar
uma estimativa para a regiao de atracao, ou seja, encontrar um conjunto de estados
iniciais admissiveis tais que as trajetérias a partir desses pontos sejam, para uma dada lei
de controle, convergentes para a origem.

A saturagao também é um tema bastante estudado na literatura. Em (Paim, 2003) é
realizado um estudo dos problemas de analise e sintese de controladores para sistemas su-
jeitos a saturacao de controle. Além disto, sao propostas novas condigoes para analise de
estabilidade para o sistema em regime de saturagao, que sao obtidas a partir da abordagem
baseada na teoria de Lyapunov combinada com o uso do Lema de Finsler e da condi¢ao
de setor generalizada. Nesse trabalho, duas abordagens sao utilizadas para representar a
saturacao, uma modelagem politépica e uma modelagem do tipo nao-linearidade de setor.
Em (Corso et al. |, [2009) sdo apresentados estudos de leis de controle para uma classe de
sistemas nao lineares, em tempo continuo e em tempo discreto, sujeitos a saturacao de
atuadores. Para a modelagem do sistema saturado foi utilizada uma nao-linearidade de
tipo zona-morta satisfazendo uma condicao de setor modificada, a qual engloba a repre-
sentacao cldssica da saturagao como um caso particular. Em (Ghiggi, 2008) é abordado o
problema de estabilizacao de sistemas lineares com atrasos nos estados e sujeitos a acao
de atuadores saturantes. Em particular, sao propostos métodos para a sintese de leis
de controle estabilizantes do tipo realimentacao de estados, realimentacao dinamica de
saida, bem como para a sintese de compensadores de anti-windup estaticos e dinamicos.
A partir da teoria de Lyapunov e da modelagem por zona-morta da saturagao, com a

aplicacao de uma condigao de setor generalizada, sao obtidas condigoes locais e globais de
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estabilizacao.

Como ja mencionado, ambas caracteristicas, sistemas LPV e atuadores saturantes,
tém uma certa importancia em sistemas de controle, mas, isto pode ser atestado, tam-
bém, pelo grande nimero de publicagoes sobre estes topicos que podem ser encontradas
em importantes conferéncias e periddicos da area de controle. Quando se trata dessas duas
condicoes simultaneamente reduz os nimeros de trabalhos encontrados, sendo o caso con-
tinuo no tempo mais presente na literatura. A seguir sao descritos alguns trabalhos que
tratam sistemas LPV continuos no tempo com atuadores saturantes. Em (Bosche et al. |,
2017) é tratado sobre o controle ativo com restri¢do de saturacao do angulo de dire¢ao
no veiculo para melhorar a seguranca e sua estabilidade. A dinamica do veiculo é repre-
sentada por um sistema LPV continuo no tempo com entrada saturada. E proposta uma
técnica original, baseada na resolucao de LMIs, para calcular a matriz de ganho da lei de
controle que pode ser estruturada como os parametros de um controlador PID robusto.
Em (Delibag et al. |, 2013) um controlador dependente de parametros variantes no tempo
para um sistema LPV com atuadores saturantes e disturbios de energia limitados ¢é proje-
tado. Para isto, utilizam-se fungoes de Lyapunov dependentes de parametros polinomiais
homogéneas. Para tratar a saturacao é utilizada a condicao de setor modificada. Simu-
lacoes e estudos experimentais em um péndulo invertido e em um sistema de carrinho
ilustram os beneficios da abordagem.

Para o caso discreto no tempo a quantidade de trabalhos é menor comparado com o
caso continuo. Neste trabalho o foco é tratar sistemas LPV discretos no tempo, devido
a descontinuidade apresentada nos controladores. Outros trabalhos também priorizam o
caso discreto no tempo, como: (Montagner et al. |, 2007), em que é apresentada uma ex-
tensao do teorema de Polya para encontrar o ganho do controlador para sistemas LPV com
atuadores saturantes. O controlador projetado é um ganho de realimentagao de estados
homogéneo dependente de parametros polinomiais de grau arbitrario que estabiliza qua-
draticamente o sistema de malha fechada e fornece uma estimativa do dominio de atragao
da origem. A vantagem desse artigo é a possibilidade de encontrar resultados menos con-
servadores a medida que o grau do polinomio é aumentado; Em (De Souza et al. |, 2018)
é tratado o problema de estabilizacao robusta para sistemas LPV com atraso variante
nos estados e sujeitos a atuadores saturantes. A abordagem baseia-se em reescrever um
sistema com atrasos no estado como um sistema LPV atrasado com uma nao-linearidade
do tipo zona morta e na aplicagao da condicao de setor generalizada para lidar com os atu-
adores saturantes. O controlador projetado é dependente do atraso e é estabelecido para
um conjunto de condicoes iniciais e um conjunto de sinais de perturbacao admissiveis que
garantem a estabilidade entrada-estado. Sao formulados problemas de otimizagao con-

vexa que podem, por exemplo, maximizar o conjunto de condigoes iniciais admissiveis ou
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maximizar o limite superior da norma L5 das perturbacoes admissiveis. Tem-se também o
trabalho do (Jungers & Castelan, 2011) que trata a estabilizagao de sistemas nao lineares
de tempo discreto sob saturagao de controle por meio de um controlador de realimentacao
de saida. A saturacdao do sinal de controle é representada por uma nao linearidade do
tipo zona-morta que satisfaz uma condicao de setor modificada. Sao propostas condigoes
de estabilizagao por meio LMIs que podem ser convertidas em problemas de programagao
convexos para fins de projeto.

Este trabalho apresenta condicoes de sintese convexa para sistemas LPV discretos
no tempo sujeitos a atuadores saturantes. As condicGes locais de estabilizacao sao de-
senvolvidas por meio de fungoes de Lyapunov dependentes de parametros polinomiais
homogéneas e também por meio de fungoes de Lyapunov poliquadraticas. Além disso,
¢ realizado o projeto de um controlador por realimentagao de estados com agao integral
para um sistema quasi-LPV (Tan et al. |, [2000). Nesse contexto o trabalho realizado em
(Lopes et al. |, 2017) pode ser citado, em que é realizado um estudo para estabilizacao
local de um sistema nao linear discreto no tempo sujeito a saturagao de atuador. E ado-
tada a modelagem fuzzy Takagi-Sugeno, que é um método quasi-LPV, para obter uma
representacao do sistema. A sintese dos ganhos fuzzy é realizada via otimizacao convexa
que visa maximizar a regiao de atragao na presenca de sinais exdgenos limitados em am-
plitude. A nao-linearidade da saturacao do sinal de controle é tratada separadamente
gerando modelos fuzzy Takagi-Sugeno locais que possuem saturacao de controle. E utili-
zado o seguimento de referéncia com limitagao em amplitude, através da inclusao de um
integrador para assegurar a convergéncia da variavel controlada para o valor desejado. A
diferenca deste presente trabalho é que o sistema nao linear é representado por um sistema

LPV discreto no tempo.

1.3 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é projetar controladores para a estabilizacao de um
sistema linear com parametros variantes no tempo, discreto no tempo, sujeito a atuadores
saturantes. E importante ressaltar que, quando um controlador resulta em uma regiao
de atracao pequena, isto é, um conjunto pequeno de condigoes iniciais para as quais
assegura-se que as respectivas trajetorias de malha fechada irao convergir para a origem, é
considerado um controlador conservador. J4 um controlador que consiga resultar em uma
regiao de atracao maior serd dito menos conservador. Para atingir o objetivo principal,

alguns objetivos secundarios sao elencados:

e Determinar condicoes de sinteses mais relaxadas, que levem a controladores menos

conservadores em relagao ao tamanho da regiao de atracao.
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e Considerar um indice de desempenho para o sistema de malha fechada na etapa de

projeto do controlador.

e Desenvolver procedimentos de otimizagao convexas para maximizar a regiao de atra-

cao das trajetorias do sistema;
e Considerar o problema de rastreamento de referéncia.

O primeiro item é alcancado utilizando candidatas funcoes de Lyapunov mais gerais
que dependem do parametro nao sé de forma afim (estabilizagao poliquadratica) mas
também de forma polinomial.

O indice de desempenho, mencionado no segundo item, escolhido é o da A\-contratividade,
que é uma medida da velocidade de contracao do conjunto de nivel relacionado a funcao
de Lyapunov usada. Assim, quanto menor o valor de A, mais rapido um estado nao nulo
deve retornar a origem.

E o ultimo item serd realizado a partir da insercao da acao integral com um ganho

dependente de parametro.

1.4 Organizacao do texto

Esta dissertacgao é dividida em capitulos para organizacao dos procedimentos realizados
durante o mestrado, conseguindo, assim, facilitar a analise do leitor.

No Capitulo 1 é realizada a descricao do principal problema estabelecido neste traba-
lho, bem como uma revisao bibliografica dos assuntos referentes a este problema. Além
disso, ¢ declarado o objetivo principal da dissertacao e a organizagao do texto.

No Capitulo 2 sao apresentados os conceitos e ferramentas fundamentais para o de-
senvolvimento dos principais resultados deste trabalho, como: os tipos de sistemas LPV,
ferramentas para tratar a saturagao dos atuadores, conceitos sobre a abordagem baseada
em funcgoes de Lyapunov e, por fim, sobre a estabilizacao por meio de fungoes polinomiais
homogéneas.

No Capitulo 3 tém-se os primeiros resultados desta dissertacao, sendo os menos con-
servadores. Sao apresentadas condicoes baseadas em fungoes polinomiais homogéneas de
grau arbitrario para a estabilizacao de sistemas LPV com atuadores saturantes. Dois
exemplos numeéricos sao apresentados para ilustrar os resultados obtidos.

No Capitulo 4, primeiramente sao mostrados resultados tedéricos para uma condicao
baseada em fungoes poliquadraticas, que é um caso particular do capitulo 3. Em seguida, é
apresentado um procedimento de sintese considerando um controlador com acao integral.
Para essa condicao foi analisado também o indice de desempenho A-contratividade. Por

fim, sao apresentados os resultados experimentais.
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No Capitulo 5 sao apresentadas as consideracoes finais sobre o trabalho. Além disso,
sao mostrados alguns artigos que foram realizados com os resultados desta dissertacao e

sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo

Fundamentos

Neste capitulo sao apresentados os principais fundamentos tedricos necessarios ao de-
senvolvimento deste trabalho. Portanto, a apresentacao pretende dar elementos minimos
necessarios para o acompanhamento dos desenvolvimentos matemaéticos feitos nos capitu-

los seguintes.

2.1 Sistemas LPV

Sistemas LPV sao plantas com representacoes lineares com parametros apresentando
variacao temporal finita, que resulta em modelos no espacgo de estados cujas matrizes sao
fungoes fixas de algum vetor de parametros variantes no tempo (Sename et al. |, 2013).
Nesta secao, sao fornecidas as principais defini¢oes de sistemas LPV, bem como as de-
finigdes de sistemas quasi-LPV e NLPV (do inglés, Nonlinear Parameter-Varying), e as
notacoes relevantes. O foco é discutir a estabilidade e a estabilizacao para sistemas LPV
na representagao politépica. Outras representagdes podem ser encontradas em (Briat),
2015; Mohammadpour & Scherer, 2012).

Um sistema LPV continuo no tempo ¢é descrito da seguinte maneira:
#(t) = A(a(t)z(t) + B(a(t))u(t), (2.1)

em que «(t) é o vetor de parametros variante no tempo, que representa as nao linearidades
do sistema real. A(a(t)) € R™™, B(a(t)) € R™"™ z(t) € R™ é o vetor de estados e u(t)
¢ o sinal de controle do sistema.

J4& o sistema discreto no tempo € definido como
Th+1 = A(Ozk>$k + B(ak)uk, (22)

em que «aj ¢ o vetor de parametros variante no tempo. Existem algumas maneiras pela

qual esse parametro é representado nas matrizes do sistema, um exemplo é a dependéncia
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afim no parametro, em que
A(O&k) = Ao + Al(OékJ) + AQ(O{kQ) + ...+ AN(Oék’N), (23)

e similarmente para a matriz B(oy), sendo N o nimero de vértices do sistema. Uma
outra forma é a dependéncia linear no parametro, a qual é utilizada neste trabalho. As

matrizes do sistema LPV podem, portanto, ser escritas da seguinte forma:
Tr1 = Alag)zy + Blag)uy, (2.4)

em que A(ag) € R™™ e B(ag) € R™™ pertencem ao politopo dado pela combinagao

convexa de N vértices conhecidos:
N N
Alay) = Z ariAi, Blog) = Z i B, (2.5)
i=1 i=1
sendo a € A o vetor dos parametros variantes no tempo em que A é o simplex unitario:
N
A={ar €RY: Y api=1, agi>0, i=1,... N} (2.6)
i=1

Os parametros do sistema LPV podem ser usados para dar mais fidelidade as repre-
sentacoes de dinamicas nao lineares, incorporar partes que variam no tempo de maneira
sistematica ou até mesmo introduzir graus extras de liberdade que podem ser tteis para
uma perspectiva de projeto (Briat, 2015). Vale ressaltar que os parametros variantes no
tempo de um sistema LPV sao assumidos como desconhecidos a priori, mas podem ser
medidos em tempo real. Em alguns casos, esses parametros sao funcao de sinais endoge-
nos, tais como os estados. Nesses casos, os parametros nao sao medidos diretamente, mas
podem ser calculados a partir do conhecimento dos sinais que os afetam e das relagoes
com esses sinais. Portanto, quando os parametro sao calculados a partir de outros sinais,
e nao medidos diretamente, dizemos que o sistema é quasi-linear dependente de parame-
tros, mais conhecidos como quasi-LPV (Tan et al. |, 2000). Um exemplo bastante popular
na literatura de um quasi-LPV sao os sistemas fuzzy Takagi-Sugeno (fuzzy-TS), que por
meio de fungoes de pertinéncias calculam os parametros do sistema. Lopes et al. | (2017)
modelam um processo real por meio de representacao fuzzy-TS e entao desenvolvem um
método convexo para o projeto de controladores quasi- dependentes de parametros. Ou-
tros trabalhos podem ser citados, como (Wang et al. |, 2018) que projeta um controlador
por realimentacao de saida com um indice de desempenho H,., para um sistema fuzzy-TS
e em (Robles et al. |, 2018) que utiliza sistema quasi-LPV, na forma politépica, devido
ao fato desse permitir o uso de LMIs. Nos sistemas NLPV os parametros variantes no
tempo também sao medidos, porém esses modelos podem levar a representacgoes de alta

fidelidade ja que seus parametros aparecem de forma nao linear. Na literatura também
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encontram-se trabalhos com esse tipo de sistema, como pode ser visto em (Blesa et al. |,
2014).

A classe de sistemas LPV engloba também uma ampla variedade de sistemas de acordo
com o tipo de trajetorias dos parametros, um exemplo sao os sistemas chaveados, em que
o vetor de parametros s6 pode assumir valores que sejam 0 ou 1, ou seja, assume-se que
apenas um modo de funcionamento estd ativo a cada instante de tempo (Briat, 2015).

Portanto, os parametros do sistema chaveado sao definidos no conjunto:
N
P=Sa—={01}":> a=1,. (2.7)
i=1

A estabilidade e a estabilizacao de sistemas LPV, bem como de suas variagoes, nao é
garantida utilizando a abordagem baseada em controle classico, visto que essa nao trata
sistemas variantes no tempo. Portanto, a teoria de controle moderno surgiu da necessi-
dade de projetar controladores para sistemas mais complexos e precisos. Baseado nisto,
uma das possiveis formas de controle empregada em sistemas LPV é baseada no método
de Lyapunov, que tem como vantagem representar as condicoes de andlise e sintese por
meio de LMIs. Os primeiros resultados obtidos na literatura foram baseados na fungao
de Lyapunov do tipo quadratica. Entretanto nos problemas envolvendo sistemas com
incerteza paramétrica, em certos casos relacionados a dependéncia temporal desses para-
metros, como é o caso dos sistemas LPV, essa nocao de estabilidade quadratica torna-se
restritiva. Assim, foram desenvolvidas na literatura novas técnicas mais gerais para a
reducao do conservadorismo, ou seja, técnicas que resultam em controladores com melhor
desempenho. Como, por exemplo, as funcoes de Lyapunov chaveadas (quadraticas por
parte) (Almeida et al. |,12001), fungoes dependentes de parametros (Daafouz & Bernussou,
2001), dentre das quais se destacam as que sao polinomialmente homogéneas nos parame-
tros variantes (Rosa et al. |, 2017), entre outras.

Além de fungoes de Lyapunov mais gerais, para obter resultados melhores é interes-
sante utilizar também controladores com ganhos dependentes de parametros. Os primeiros
trabalhos com funcgoes quadraticas utilizavam controladores robustos, isto é, apresentam
apenas um ganho para a estabilizacao de todo o sistema. Entretanto, assim como a funcao
de Lyapunov quadrética tornou-se restritiva para sistemas mais complexos, o controlador
robusto também ficou limitado. Sendo assim, foram sendo investigados novos tipos de
controladores para esses sistemas. Um exemplo é o controlador com ganhos dependentes
de parametros linear, o famoso controlador LPV. Para esse caso, um ganho é obtido a
cada instante de tempo do sistema, conseguindo obter uma melhor eficiéncia energética.
Controladores mais gerais ainda sao os racionais, pois seus parametros variantes no tempo

apresentam de forma nao linear.
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Em uma secao deste capitulo serd abordada mais sobre o método de Lyapunov, mos-

trando algumas abordagens existentes na literatura.

2.2 Estabilizacao de sistemas com saturacao

Nesta secao é mostrado o desenvolvimento para tratar a estabilizacao de sistemas su-
jeito a atuadores saturantes. Todo o procedimento é realizado para um sistema linear com
parametros variantes no tempo, assim os resultados apresentados nos préximos capitulos
serao enfatizados para esse tipo de sistema.

Considere, portanto, o sistema LPV descrito a seguir:
Tpy1 = Alag)xg + Blag)sat (ug) (2.8)

em que z; € R™ é o vetor de estados, up € R™ o vetor de sinais de controle lineares,
Alag) € R™™ e B(ay) € R™™ pertencem ao politopo dado em ([2.H), com «y € A.
A lei de controle aplicada no sistema, considerando um controlador dependente de

parametros variantes no tempo é:
uy, = K(og)zy, (2.9)

em que K(ag) € R™*™ Como o sinal de controle estd limitado em amplitude, a lei de

controle, portanto, pode ser reescrita como
uy, = sat (K (o)), (2.10)
ou seja o sinal u pertence a um conjunto poliedral {2 definido no espaco de estados por
Q= {u € R™; —p < wy, < p}, (2.11)

em que p é o limite simétrico de amplitude com componentes positivas, isto é, p; = 0,
para todo [ =1,... n,.

A maioria dos processos fisicos possuem limitacoes de amplitude no sinal de controle
por motivos fisicos ou até mesmo de seguranca. Assim, o sinal que antes era v = K (o )k,
isto é, linear, passa a ser considerado como mostra em (2.10) e pertencente ao conjunto €2,
tornando-se nao linear. Por esse motivo é de extrema importancia considerar a saturagao
no momento de projetar um controlador para o sistema. A Figura 2.1] ilustra a funcao
saturagao simétrica imposta no sinal de controle do sistema (2.8)), podendo assim, observar
a nao linearidade causada.

A componente sat (uy), entao é dada por

Py, S€ Uk > P
sat(uk)(g) = Uke), S€ — P < Uk (0) < Po) (2.12)
Py, S Uk(r) < —P)
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2.2. Estabilizagao de sistemas com saturagao

sat (ur) 4

Py |--------5

Uk (e)

--------- —P)

Figura 2.1: Funcao Saturacao.

Devido a essa limitacao de amplitude no sinal de controle, pode ocorrer que nem
toda condigao inicial para o sistema (28] resulte em uma trajetéria que converge para
a origem. O conjunto de todas as condigOes iniciais que resultam em trajetérias que
convergem para a origem ¢ denotada por R4 C R"”, sendo denominada regiao ou bacia de
atracao. A determinacao de R 4 nao é uma tarefa facil, mesmo para sistemas de pequena
ordem, pois essa pode ser nao-convexa, aberta e ilimitada (Tarbouriech et al. |,12011). Por
essa razao, busca-se determinar uma estimativa Re, em geral a maior possivel, tal que
Re C R 4. Assim, o controlador projetado sob efeito da saturagao nos atuadores garantem
a estabilidade assintética local do sistema ([2.8]).

A saturagao no sinal de controle pode ser tratada de diversas maneiras. Nos traba-
lhos realizados por |Ghiggi (2008); [Paiml (2003) e [Tarbouriech et al. | (2011)), por exemplo,
podem-se encontrar detalhadamente a modelagem politopica direta, politépica genera-
lizada e a modelagem por uma nao-linearidade do tipo zona-morta. Neste trabalho, a
saturacao serd tratada por meio desta ultima modelagem, sendo detalhada a seguir.

Define-se a fungao zona morta, W(ug):
U(uy) = up — sat (ug) , (2.13)

ou seja, U(ug) = [VUq(ug), Yolug),..., ¥, (ux)] é uma nao-linearidade descentralizada,

sem memoria e invariante no tempo (Paim, 2003). E equivalente descrever também a
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2.2. Estabilizagao de sistemas com saturagao

funcao zona-morta, representada na Figura 2.2, como

Uk(e) = Pre),  S€  Uk(e) > P(e)
U (upe)) = 0, se — Py < Uke) < Py (2.14)
Ure) + Py, Se Uke) < —P()

para todo ¢ € [1,n,].

U (up(e))

Figura 2.2: Funcao Zona Morta.

A nao-linearidade W(uy) pertence localmente ao setor desde que

A _ TP
07T

< Uke) < = Py (2.15)

em que 0 < A < 1.

Portanto, o sistema (2.8]), com a lei de controle dada em (2.9]), pode ser reescrito como:
i1 = Aa(on) 1 — B(ak)\I/<K(ak):vk>, (2.16)

em que Ay (ax) = Alay) + B(ag) K (o).

Com base nas consideragoes acima sobre a modelagem por meio da zona-morta, duas
condicoes de setor podem ser utilizadas para descender condicoes de estabilizagao para
o sistema (2.16]): condigao de setor classica e a condigao de setor generalizada. Quando
se trata da modelagem por meio da funcao zona-morta, a condicao de setor generalizada
resulta em condigoes menos conservadoras do que o uso do setor classico, além disso
permite obter condicoes de sintese de controladores de maneira convexa na forma de
LMIs (Tarbouriech et al. |, 2011). Devido a estes motivos serd utiliza a condigao de setor

generalizada para a estabilizacao do sistema (2Z.I6).
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2.3. Estabilidade no sentido de Lyapunov

Considere o sinal ux — vy em que o sinal auxiliar v(k) = Gz é usado como um grau
de liberdade no projeto apresentado adiante. Define-se o conjunto S com os estados xy

tais que uy — vy ¢ limitado em modulo por p:
S(ug — vg, p) = {z € R" : | [K(»y — G| k| < pny} (2.17)

parar =1,...,n,.

O lema seguinte, proposto por (Gomes da Silva Jr. & Tarbouriech (2005), é conhecido
como condicao generalizada de setor e é usado para tratar os sinais uy — v, na regiao em
que esse nao satura, isto é, na regiao em o que o limite de saturacao dado por £p nao é

ultrapassado.

Lema 2.1 Se o sinal u, — v € S, entdo

U (up) " S(U(uy) —vg) <0 (2.18)

¢ verificada para toda matriz diagonal definida positiva S € R™ >,

Para a estabilizacao do sistema (2.16]) a matriz de ganho do conjunto S é dependente de
parametro, K (). As condigoes principais deste trabalho sao estabelecidas utilizando as
matrizes G e S dependentes de parametros também, sendo G(ay) e S(ay), com a intengao

de diminuir o conservadorismo e obter resultados mais gerais.

2.3 Estabilidade no sentido de Lyapunov

A estabilidade de um sistema utilizando diretamente a definicao de ponto de equilibrio
¢ facilitada usando a teoria de Lyapunov. Esse método esta relacionado com a energia
interna do sistema. Se a energia do sistema decresce com relacao ao tempo a medida
que o tempo tende ao infinito, pode-se dizer que o sistema é assintoticamente estavel
(Trofino et al. |, 2000). Para quantificar essa energia, é utilizada uma fungao escalar de-
nominada funcao de Lyapunov. Assim, se essa funcao é sempre positiva, e decrescente em
relacao ao tempo, as trajetérias do sistema tendem a origem, isto é, o sistema é assintoti-
camente estavel. A seguir serd ilustrado o procedimento para certificar a estabilidade de
um sistema utilizando uma funcao de Lyapunov.

Considere o sistema discreto no tempo dependente de parametro variante no tempo,
Tr1 = Alag)wy, (2.19)

em que x; € R" é o vetor de estados do sistema e A(ay) € R™™™ pertence ao politopo

dado pela combinacao convexa de N vértices conhecidos:
N
Alog) =Y agiAs, (2.20)
i=1
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2.3. Estabilidade no sentido de Lyapunov

sendo a € A o vetor dos parametros variantes no tempo em que A é o simplex unitario:
N

A:{akeRN:Zamzl, s > 0, izl,...,N}. (2.21)
i=1

Como ja mencionado, para a estabilidade do sistema (2.I9)—(2.21]) sera utilizado o
método de Lyapunov, o qual pode ser definido no préximo teorema. Antes disso, é feita
uma observacao para definir as fungoes de classe K que sao utilizadas.

Nota: Fungoes de classe K sao definidas no intervalo de [0,a) — [0,00) e sdo estrita-

mente crescentes, mais detalhes pode ser encontrado em (Khalil, 2002, pag. 144).

Teorema 2.1 Seja V(xy) uma funcdo de Lyapunov para o sistema (2.19)-(2.21), e se-
gam Bi(||lzkll), B2(l|zxll) e Bs(||zx||) funcoes de classe IC, Vk > 0. Se as condigoes

Prlllzill) < Viw) < Ba(llzk]])

(2.22)
AV () < =Bs([|l=]) <0,

sendo f; € {1,2,3} escalares positivos, entao o sistema (2.19)-(221) € assintoticamente

estdvel.

O préximo passo é definir uma candidata fungao de Lyapunov que satisfaca as condi-
coes do Teorema 2.1l Existem diferentes maneiras de definir uma funcao de Lyapunov,
o dificil é saber qual fungdao provoca um resultado menos conservador para o sistema

trabalhado. A func@o mais comum de ser utilizada na literatura é a quadratica,
V(zy) = z}, Py, (2.23)

em que P é uma matriz constante, real e simétrica. Dessa forma, para V(x;) > 0,
se existir uma matriz P satisfazendo as condi¢oes do Teorema 2.1l entdo o sistema é
quadraticamente estavel. Porém, essa funcao é bastante restritiva para sistemas variantes
no tempo como é o caso do sistema (2.19), isso se deve porque as condigoes formuladas
a partir dessa funcao sao definidas somente nos vértices do politopo, assim, os resultados
utilizando esse tipo de fun¢ao sao muito conservadores.

No trabalho realizado por Pessim & Lacerda (2018) é utilizada uma candidata a fungao
de Lyapunov com matrizes dependentes de parametros variantes no tempo do tipo:

R O N | E) T

Tht1 0 Py(oe1) | | Trta

em que existem matrizes simétricas dependentes de parametro P (o) e Py(ags1) € R™™.
Em (Bertolin et al. |, 12018) é adotada uma candidata fun¢ao de Lyapunov dependente

de parametro de ordem superior, isto é, os estados do sistema sao aumentados,
V(2e(k)) = 2e(k)! Po(ag)xe(k) > 0, (2.25)
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2.3. Estabilidade no sentido de Lyapunov

em que P(a)=P(ay)T € REmxtmn) o o' = [oT" oI o2l T

Note que os dois trabalhos mencionados acima utilizam fungoes dependentes de para-
metros variante no tempo, o que torna a funcao mais geral, diminuindo o conservadorismo.
Assim, o procedimento para a estabilidade de [2I9)—(221]) utiliza a candidata a fungao
de Lyapunov:

V(zy) =z} P(og,)wy, (2.26)
N

Plog) =Y ;P >0, (2.27)
=1

O teorema a seguir fornece uma solucao por meio de desigualdades lineares matriciais

para o problema de estabilidade do sistema (2.19)-(2.21]) segundo método de Lyapunov.

Teorema 2.2 Considere o sistema discreto no tempo descrito em (2.19)-(2.21). Se

existirem matrizes simétricas definidas positivas P; € R™"™ de tal forma que as LMIs

P AP
[* 5 ] >0 (2.28)
sejam satisfeitas, para todo i, j = 1,..., N, entao, o sistema (2.19)-(2.21]) ¢ assintotica-

mente estdavel.

Prova: Assuma que a condi¢ao dada em (2.28) é satisfeita. Multiplica-se ([2.28)) por «;,

a; para todo o € A, e faz-se o somatério em 4, j = 1,..., N, assim,
P(og) A(ar)” P(ogs)
> 0. 2.29
x P(ak41) (2.29)

Aplica-se o complemento de Schur (veja Apéndice [Al), obtendo
A(O{k)TP(OékJrl)A(Oék) — P(Oék) < 0. (230)
Por fim, pré- e pés-multiplica-se a inequagao ([230) por =i e zy, respectivamente, e,
substituindo A(&k)xk por x.1 conforme apresenta em (IHQI), tem-se
Tpoy Plogs) T — o Plag)ag <0, (2.31)
isto é,
AV (x) < 0. (2.32)

Portanto, a verificagao das condigoes dadas em (2.28)) implica na positividade da fungao

de Lyapunov dada em (2.20) e na negatividade de AV (xy) com fungoes de classe K dadas
por Si([lzxl]) < V(zx) < Ba(lzal]) e AV (z) < =Ps([|wr]l) < 0, em que

= min Amin Pil| 2k ][5,
52 — ,_HlaXN )\maxPiHIng? (233)
63 > 0.

De acordo com o Teorema 2.1] conclui-se, entao, que o sistema (2.19) é assintoticamente

estavel. "
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2.4. Polinomios positivos

2.4 Polinomios positivos

A classe das funcoes matriciais polinomiais é bastante geral. No entanto, usando os
resultados de Bliman (2004), verifica-se que para fins de teste de positividade de um
polindmio matricial pode-se restringir os polindmios a classe dos polinémios homogéneos,

sem perda de generalidade. Isto é, se existe P(a) > 0 tal que
He(A(a)'P(ar)) < 0, (2.34)

entao existe uma P(«) que seja polinomial. Além disso, se o € A, entao a classe de P(«)
polinomial pode ser restrita a classe das P(«) que sao polinomialmente homogéneas no
parametro. Além disso, (Hardy et al. |, 11952) estabelece uma propriedade importante dos

polinomios homogéneos, descrito no Teorema de Pélya a seguir.

Teorema 2.3 Seja F(a) = F(ay,as,...,ay) um polinémio homogéneo que € positivo
para todo o € A. Entao para um d suficientemente grande, o polinomio resultante do

produto (o + ag + ... + ay)?F () tem todos os coeficientes estritamente positivos.

Com o Teorema de Pélya consegue-se testar a positividade de um polindmio aumentando-
se o valor de d, isto é, para um certo d todos os monomios possuem coeficientes positivos,
caso o polinomio testado seja positivo. Nota-se nesse teorema que cada monomio tem que
ser positivo, sendo isso suficiente e necessario para um valor de d suficientemente grande.
Portanto, o Teorema de Pdélya é usado como uma relaxacao para a busca de um dado
P(a) homogéneo.

Esse teorema pode ser generalizado para o caso matricial, como feito por [Bliman
(2004). No trabalho realizado por |Oliveira (2006) é apresentado um exemplo mostrando
que com o aumento do d o numero de variaveis das condigoes mantém-se o mesmo, porém
aumenta o nimero de restrigoes e, consequentemente a complexidade numérica.

Uma vantagem de se utilizar as relaxagoes de Pélya, é pelo fato de ser possivel construir
um procedimento convergente por meio de uma sequéncia de LMIs parametrizadas no grau
g da matriz de Lyapunov, P,(«), isto é, uma fun¢ao de Lyapunov polinomial homogénea
de grau arbitrario, e no nivel d das relaxacoes. Nesse caso, para o projeto de controlador
de um sistema so6 seria possivel para um valor de g e d suficientemente grande. As funcoes
polinomiais homogéneas serao detalhadas na proxima subsecao.

Existe ainda a possibilidade de considerar o d nulo e trabalhar somente com o grau
das matrizes polinomiais homogéneas. Nesse caso, basta aumentar o valor de g para
garantir a convergéncia das condi¢oes. Aumentar o grau das variaveis produz resultados
equivalentes a aumentar o valor de d no teorema de Pdlya. A vantagem de fazer isso

¢ devido a complexidade numérica, pois o nimero de linhas de LMIs crescem muito a
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medida que o g e d aumentam. Neste trabalho, é realizado apenas o uso do grau das
matrizes para a convergencia dos sistemas. A relaxagao de Pdélya nao é realizada, sendo

uma possibilidade de investigacao futura.

2.4.1 Funcgoes polinomiais homogéneas

Um aspecto que tem contribuido para o conservadorismo dos resultados obtidos a
partir de LMIs, para sistemas nao lineares representados em sistemas LPV, é a utilizagao
de funcoes de Lyapunov menos gerais, como a quadratica. Um dos motivos dessa fungao
nao ser considerada geral é que nao considera a dinamica das incertezas. Assim, novas
funcoes foram sendo investigadas, como as quadréticas por parte (Almeida et al. |, 2001
Leite & Peres, 2004), as dependentes linearmente nos parametros (Daafouz & Bernussou,
2001; [Pandey & De Oliveira, 2018) e mais gerais ainda as dependentes de parametros
polinomiais homogéneos. Essas ultimas fungoes sao consideradas mais gerais devido a
possibilidade de incluir um grau arbitrario. A medida que o projetista aumenta o grau
da fun¢ao polinomial homogénea, aumenta o nimero de sistemas estabilizaveis e diminui
o conservadorismo. A principal desvantagem dessas funcgoes é o esforco computacional
demandando a medida que os parametros e o grau do polindmio aumentam. Alguns
trabalhos da literatura mostram resultados satisfatérios com essas funcoes como o trabalho
realizado por |Oliveira & Peres (2007) que investiga a estabilidade de sistemas incertos
utilizando uma candidata a funcao de Lyapunov dependente de parametro polinomial
homogéneo. O método proposto apresentou resultados melhores que outros apresentados
na literatura. O trabalho do Bliman (2004) também busca resultados melhores a partir
de fun¢oes HPPD. Outros exemplos de trabalhos sao os desenvolvidos por [Rosa et al.
(2017) e por (Chesi et al. | (2007) que notaram resultados menos conservadores a medida
que o grau da fungao matricial polinomial homogénea aumentava.

Na secao anterior, foi visto que quando a funcao de Lyapunov é dependente linearmente
de parametros variantes no tempo a matriz P(«ay) é dada conforme apresentado em (2.27),
isto é,

P(oy) = a1 Pr + ago Py + ...+ ap v Py (2.35)

Entretanto, para uma dependéncia polinomial no parametro com um grau superior
a 1, essa forma de apresentagdo da matriz P(ay) nao é apropriada. Sendo assim, nas
equagoes seguintes sao mostrados a forma de representar a matriz P(«y) para polinémios

de grau 1, 2 e 4, respectivamente para um sistema com 2 vértices:
Pr(ou) = ag1 Pro + awa FPor,
P2<06k> = aiJPZO + Oék’lakgpn + 05]%72P027 (236)

4 3 3 2 3 4
Py(ay) = a1 Pao + 0y Py + a0 o Paz + annag 5 Pris + a5 Poa.
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A notacao e o desenvolvimento utilizados nesta parte sao propostos no trabalho do
(Oliveira, 2006). O subindice da matriz P(ay) mostra o grau do polindémio que estd
sendo utilizado, que normalmente é indicado pela letra g. Os subindices de cada P
acompanham os indices dos expoentes dos seus respectivos monomios, sendo indicados
por v17s . ..vn- O conjunto das N-uplas obtidas com todas combinagoes 717 ... vy, tal
que v, +v2 + ... + v = g é denotado por K(g). Portanto, generalizando a notagao de

P(ayg), tem-se

P)(ay) = Z NPy = VY € K(g) (2.37)
vek(9)

em que o € A e P, € R™™. O ntimero de elementos em K(g) é dado por

(N+g—-1)!
J(9) = N 1) (2.38)
sendo N o numero de vértices do politopo da matriz A do sistema. Assim,
J(g)
Py(an) = Z ol NPy vy =72 = Kilg). (2.39)
j=1

Na sequéncia sao apresentados alguns exemplos ilustrativos de fungoes matriciais po-
linomiais homogéneas.

Exemplos:

e Considere uma funcao matricial polinomial homogénea com oy € A, com N = 3 e
grau 2 denotada por Py(ay). Essa fungao é expressa como:

Py(ay) = aj i Pago + o102 Prio + a3 Piot + o Poso + o200, 3Po11 + o 5 Pooz,
sendo K(2) = {200,110,101,020,011,002} e J(2) = 6.

e Considere uma funcao matricial dada por P = a1 P, + asP,, com a € A. Note
que se multiplicar essa fungao por um polinémio homogéneo de grau 3, (a; + )3,
obtém-se P = (a1 + ao)3(a1 Py + o) = aiPy + 3a3as Py + 3a2a3P) + ayas Py +
aBan Py + 30302 Py + 30103 Py + a3 Py, que por sua vez corresponde A representacao
polinomial homogénea dada por

4 3 2 2 3 4
P4(Oék) = ak71P40 + ak,loék,ZPSl + Oék71@k72P22 + ak,loékgpl?, + Oék72P04a

com KC(4) = {40,31,22,13,04} e J(4) = 5, em que

Py = Py,

P31 =3P + P,

Pyy =3P + 3P, (2.40)
Pi3 =P + 3P,

Py = P,.

26



2.5. Consideragoes finais

e Considere um politopo formado por trés vértices, isto é, N = 3 e uma funcao

matricial polinomial homogénea de grau igual a 1, assim
Pi(ax) = a1 Prooo + k2 Poroo + a3 Pooro + aka Pooor s
sendo (1) = {1000,0100,0010,0001} e J(1) = 4.

Em particular, fun¢oes polinomiais de grau g podem expressar uma constante T (ma-

triz ou escalar) como

T= > off...af%e, T (2.41)
Y€K (g)
com |
qg:
Cy = ———. 2.42
R BN (242)

Para ilustrar esse fato, considere a matriz constante T expressa como um polinéomio ho-

mogeneo de grau 2 e dois vértices, isto é,
2 2
T= 061.3,1020T + agiagac T + Oék,gcozT,

sendo
21 21

TR TR
Entao, é equivalente dizer que T = aj ;T + 203104027 + o , T ou de forma simplificada

T = (OékJ + Oék72)2 T com (OékJ + Oék,g) = 1.

C20 = Co2 =

No proximo capitulo sao propostos novos procedimentos para o projeto de controlado-
res que estabilizam localmente um sistema LPV com atuadores saturantes, por meio de
uma func¢ao de Lyapunov polinomial homogénea de grau arbitrario, como mostra nesta
secao. Além disso, é importante ressaltar que quando se faz a andlise de estabilidade ou
a sintese de leis de controle para a estabilizacao de um sistema utilizando esse método,

frequentemente, ocorre o produto de dois polinomios homogéneos, como por exemplo
Py(ou) Alon), (2.43)

que resulta em um polinémio homogéneo com grau g + 1, pois a matriz dinamica A(ay,)

pertence ao politopo dado em (2.3) (Oliveira, 2006).

2.5 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentadas algumas defini¢oes e ferramentas matematicas para
a realizacao deste trabalho, como: defini¢oes de sistemas LPV; ferramentas necessérias
para a andlise de estabilidade e a estabilizacao de sistemas com saturacao no sinal de
controle; definicao do método de Lyapunov e como utiliza-lo; e fungoes polinomiais homo-
géneas, que sao utilizadas para sintese de controladores de sistemas LPV com saturacgao

de amplitude nos atuadores.
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Capitulo

Controladores racionais para sistemas LPV
sob saturacao

Neste capitulo investiga-se o problema de estabilizacao local para a classe de sistemas
LPV, discretos no tempo, sujeitos a atuadores saturantes. As principais contribuigoes
sao novas condigoes convexas para o projeto de ganhos de realimentacao de estado, de-
pendentes racionalmente do vetor de parametros, que asseguram a estabilidade local do
sistema em malha fechada para trajetérias iniciadas em um conjunto contido na regiao
de atracao. Gracas a um conjunto de niveis definido a partir de uma funcao Lyapunov
polinomialmente homogénea nos parametros, obtém-se estimativas menos conservadoras
da regiao de atracao, isto ¢, abrange um ntimero maior de condigoes iniciais contidas nessa
regiao.

Sao propostas duas condicoes convexas para tratar o problema de estabilizacao local
de sistemas LPV sob saturacao. A primeira, é formulada com base na proposta feita por
Pandey & de Oliveira (2017), em que considera a dependéncia de parametro da matriz
de entrada B(ay) para o caso linear, porém ¢é utilizada nesta condi¢do uma candidata
a funcao de Lyapunov polinomialmente homogénea nos parametros variantes no tempo.
Dessa forma, a primeira condicao de projeto de controlador apresentada neste capitulo
produz resultados mais gerais do que aquelas baseadas na estabilidade poliquadratica
realizado por [Pandey & de Oliveira (2017). O projetista pode aumentar o grau de tais
matrizes, reduzindo o conservadorismo das estimativas regiao de atracao. A segunda
condi¢ao é obtida em uma abordagem ligeiramente diferente, usando um nimero menor
de variaveis de folga, mas permitindo igualmente a dependéncia do parametro da matriz
de entrada B(ay).

Serao apresentados dois exemplos que ilustram os aspectos numéricos das condigoes
propostas e dao ao leitor uma perspectiva das relacoes referentes ao conservadorismo e ao

grau das funcoes HPPD.
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3.1 Preliminares

Considere o sistema linear discreto no tempo com parametros lineares variantes no

tempo e sujeito a atuadores saturantes, cujos modelos podem ser descritos por:
Tpr1 = Aag)xr + Boy)sat (uy) (3.1)

em que xr; € R é o vetor de estados, up € R™ o vetor de sinais de controle lineares,
A(ag) € R™™ e B(ay) € R™ ™ pertencem ao politopo dado pela combinac¢ao convexa

de N vértices conhecidos:

N N
A(Oék) = Z ag,iAi, B(Oék) = Z i Bi, (3-2)

i=1 i=1
sendo ay € A o vetor dos parametros variantes no tempo em que A é o simplex unitario:

N
A:{akeRN:Z%:L i > 0, z’:l,...,N}. (3.3)

=1

A funcao de saturacao (simétrica), sat (ug), pode ser escrita da seguinte forma:

sat (uh(r)) = sign (uh(r)) min(|ug, i |,p0)), (3.4)

r=1,...,n, emque p € R™ e p,) é a amplitude maxima permitida para o r-ésimo sinal
de controle. Assume-se que o vetor de parametros variantes no tempo, oy, esta disponivel

em tempo real permitindo o uso da lei de controle
u, = K (o), (3.5)

em que K(ay) € R™*",

Para tratar o termo sat (uy), define-se a fungao zona morta, W(uy):
U(uy) = uy, — sat (ug) , (3.6)
com a qual pode-se escrever o sistema em malha fechada como:
T = Aalow)zy — B(Oék)‘I’<K(Oék)SCk)y (3.7)

em que Ay (ax) = A(ay) + B(ag) K (o).

Devido a saturacao dos atuadores, é necessario determinar uma estimativa da regiao
de atracao (Rg), em que todas as trajetérias dos estados, iniciados dentro desta regiao,
convergem para origem. Uma maneira de construir a estimativa R é utilizar os conjuntos
de nivel de uma funcao de Lyapunov associada ao sistema em malha fechada. Para isso,

é necessario determinar uma candidata funcao de Lyapunov. Neste capitulo é proposta
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uma funcao polinomial homogénea dependente de parametros variante no tempo, ay,
com a finalidade de obter controladores que resultem numa malha fechada com melhor
desempenho e, a0 mesmo tempo, possuam uma regiao de atragao em torno da origem que
seja a maior possivel.

Assim, pode-se formalizar o principal problema investigado neste capitulo como segue.

Problema 3.1 Considere o sistema LPV discreto no tempo (31)-(5.4) sob a¢do da lei
de controle (3.4). Determine o ganho K (), para todo oy, € A, de tal forma que o sistema
em malha fechada seja localmente estdvel para todas condi¢oes iniciais pertencentes a um

conjunto admissivel de condigoes iniciais contido em R4 e que seja o maior possivel.

Nas proximas subsecoes e segoes sao apresentadas uma candidata a funcao de Lyapu-
nov HPPD, a caracterizacao da regiao de atragao por meio de um conjunto de nivel com

condicoes finitas e as condigoes encontradas para o calculo dos ganhos do controlador.

3.1.1 Candidata a funcao de Lyapunov HPPD

A estabilizagao local do sistema LPV discreto no tempo sujeito a atuadores saturantes
BI)-(B.4) ¢ investigada com o auxilio de uma candidata a fungao de Lyapunov dependente
de parametro, dada por:

V(zp,on) = 27 Qglay) " an, (3.8)
em que ¢g é o grau da matriz polinomial homogénea ),(ay). Para ser admitida como
uma fungao de Lyapunov, V(zx,a) tem de satisfazer, para todo 2 € Re e ai € A, as
condicoes do Teorema 2.1

Sabe-se que K(g) é o conjunto de N-uplas obtidas como todas combinagoes de ~;, i =

1,...,N, tal que 71 +792+...+7ny = g. Dessa forma, a matriz Q,(ax), Qq(cr) = Q4(cu)?,
dada em (B.8)) pode ser escrita como
Qo) = > afy .\ Qy v =772, VY € K(9), (3.9)

YEK(9)

em que a € A e @, € R™™.

3.1.2 Conjunto de nivel

A estimativa da regiao de atracao é caracterizada conforme no conjunto de nivel da
funcao de Lyapunov. Como mencionado na subsecao anterior, a funcao de Lyapunov
proposta é dependente de parametros polinomial homogénea.

O lema a seguir generaliza o resultado apresentado originalmente por.Jungers & Castelan
(2011) para fungoes de Lyapunov dependentes linearmente do parametro e que foi esten-
dido por [Palmeira. et al. | (2018) para fungdes de Lyapunov dependentes de forma afim no

parametro.
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Lema 3.1 Suponha que V(xy,cq) dada em (38) é uma fungdo de Lyapunov para o
sistema (3.7). Entao, para > 0 e para todo o € A o conjunto de nivel

Ly(p) = ) E@Qqlar)" 1), (3.10)
ap€EA
em que
EQg(ar)™, p) = {zp € R™: 2 Qo) "y, < p, Vo, € A}, (3.11)

tem as sequintes propriedades:

1. E contrativo para as trajetérias do sistema de malha fechada B1) para todo xy €

Ly ().

2. 0 computo de Ly(p) dado em [BI0) pode ser realizada de forma equivalente por

meio de condigoes finitas,

Ly(w)= () €@ ), (3.12)
YEK(9)
com
E(le,cglu) = {:Ek eER": mf@;lmk < c;lu,Vak € A}, (3.13)

e ¢, dado por ([2.42]).

Prova: A propriedade 1 é assegurada devido & hipétese de V (x,cy) ser uma funcao de
Lyapunov.
Para comprovar a propriedade 2, primeiramente é mostrado que se x; pertence a

m S(le,cgl,u), entdo zp € Ly(p). Além disso, com base em ([B.I3]), assuma que

Y€K (g)
x Q7 < ;' seja verificado. Entao, multiplicando-se ambos os lados por ¢ obtém-se

r) Q5 'y < ¢yp, que, fazendo o complemento de Schur, é equivalente a

{QW C”x’f] > 0. (3.14)

Cvxg CyH
Multiplicando ([B.I4) por ;' ...}y, v € K(g), fazendo o somatério em v e usando a
equagdo (2.40]), recupera-se zj Q () 'z < p, para todo oy, € A, 0 que permite concluir
que x € Ly(p).
Na sequéncia, é necessario mostrar que se xj pertence a Ly(u) para todo oy € A,
entao verifica-se (BI3)). Portanto, assumindo que xy é tal que ] Q,(cy.)'xy, < p, pode

ser aplicado o complemento de Schur e usando-se ([3.9) e ([2:4]), tem-se

20! YN
E - .O%J\,Q7 Tr
vEK(9) — all AN Qy ¢y, >0
LET O[Yl O{7N c - ka1 "kN I xT Cy b -
k k1o Y NCy I ~eK(g) TR
YEK(9)
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implicando que 2} Q7 'z < ¢;'p, para todo v € K(g). n
Para a funcao polinomial homogénea de grau g = 1, as condigoes apresentadas no Lema
Bl recuperam o Lema 4 dado por lJungers & Castelan (2011). Nesse caso, os coeficientes

¢, calculados por meio da equagao (2.42) sao equivalentes a 1.

3.2 Estabilizacao via estabilidade poliquadratica

Nesta secao ¢ apresentada a primeira condi¢ao proposta neste trabalho como resultado

principal, como mostra o teorema a seguir:

Teorema 3.1 Considere o sistema discreto no tempo descrito em (3.1)-(5.4). Se exis-
tirem matrizes simétricas definidas positivas HPPD Q. (o) = Qg (a)” € R™", wma
matriz diagonal definida positiva HPPD V, (ax) = Vg, (cu)t € R™*™ e matrizes HPPD
Xy, (ar) € R, Ly (ay) € R™", Yy (ape1) € R™, Zg (k1) € R™ ™ e Wy, (o) €
R™*™ Yoy € A, de tal forma que as LMIs

Xo. (o) + Xg. (Oék)T - ng () —Wy, (ak>T Xg, (ak)TA(ak>T
* Vo (o) + Vg, ()™ =V, (ar)" Blag)”
* * Qg (ar) — R, ap41)
* * *
_Lgl(ak>T
0 >0, (3.15)

B(aw) Zg, (o) — Yy, ()"
Zy.(aps1) + Zg, (g1)”

— 2 —
p(T) Lgl (O%)(T) Wgw (Oék)(r) . <0, (316)
* Qo) — Xy, (o) — Xy, ()
com R(ay,041) = Blow)Yy, (1) + Yy, (1)  Blay), sao satisfeitas para todo oy, € A
er=1,...,n,. Entdo, os ganhos do controlador dependente de parametro
K (ay) = Ly, () Xy, ()™, (3.17)

com a lei de controle (3.3), estabilizam localmente o sistema em malha fechada (3.7) para

todas as condigdes iniciais pertencentes ao conjunto Re = Ly(1).

Prova: Considere que a condi¢ao ([B.I5]) seja satisfeita, o que assegura a positividade de
Qg, () e a regularidade de X, (o). Substitui-se Ly, (ay) e Wy, (o) por K (o)X, (o)

e G(ou)X,, (ag), respectivamente, em (3.15]), e usa-se o fato de que

(Qg, () — Xy, ()" Qg (1) ™1 (Qy, () — Xy, (1)) =0 =
Xy, ()T Qy, () ™1 Xy, () = X, () + Xy ()™ — Qg () (3.18)
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3.2. Estabilizagao via estabilidade poliquadratica

pode ser usado para majorar o bloco (1,1) da desigualdade resultante, obtendo-se, para

todo oy, € A,

X, ()T Qg (o) ' Xy, () =X, ()" G(ag)” Xy, ()T Alag)”
* Vo, (an) + Vo, ()" — Vg ()T B(og)"
* * Qg (k1) — Ry, (Qp,upey1)
* * *
— X, (ar)" K ()"
0
Bla) Zy.(ansr) — Yo (ne)® | =0 319

Zy (1) + Zg. ()"

Pré- e pés-multiplica a inequagao ([B.I9) por
Xg.(ax)™" 0 0

0 I 0

0 01

e seu transposto, respectivamente, obtém-se

Qq, ()™ —G ()" Alag)"
* Voo (o) + Vg, (ar)” Vg, ()" B(ow)"
* * ng(ak—i-l) ng(@k,akﬂ)
—K ()"
0

>0, (3.20
Blon) Zy. (0s1) — Yo, (ans1)” (3:20)

Zy (1) + Zy. (ag1)”
o que evidencia a afirmativa de que @, (o) ¢ uma matriz definida positiva, portanto,
assegurando a positividade de V' (zg,ax). As matrizes Z, (o)) e V. (o) sdo matrizes
regulares, ou seja, possuem inversa. Assim, seguindo os passos de [Pandey & de Oliveira
(2017), define-se H(ay) = Zy ()" e Flow) = Qq, (o) 'Yy, ()" H(cw,). Repassando

essas varidveis na inequagao (3.20) tem-se

Qq, ()™ —G(ap)" Alag)"
* Vg, (an) + Vg, ()" Vg, ()" Blog)"
* * ng<ak+1) — R, 0t41)
* * *
—K(ax)"
0

B(O‘k)H(&k_H)*T - Qy, (ak+1)F(ak+1)[—](ak+1)*l >0, (3.21)

H(opy1) ™ + H(agp) "

em que
R(,a1) = Blaw) H(p1) ™ F ) Qg, () +Qy, (1) F (i) H (r) ™ Blow) "
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Em seguida, pré- e pés- multiplica-se a inequagao ([3.21]) por

I 0 0 0
0 V()" 0 0
o 0 0 H(avpsr)
0 0 Qq, (i)™ Flag)

e seu transposto, respectivamente e considere S(ay) = V,, (ax)™!, devido a regularidade

de V,, (), assim

Qg ()™ —Glar)"S(ar)  —K(ar)"H(ag)"

* QS(Oék) 0
* * H(Oék+1)T + H(Oék+1)
* * *

Alar)"Qg, (k1) ™t — K(ou)" Fagr)"
—B(ak)"Qq, (k1) ™"
Blow)" Qg (1)~ + Flags)”
ng (ak+1)_1

Posteriormente é necessario fazer uma transformacao de congruéncia com

>0. (3.22)

00 0 ng (ak+1)
10 K(Oék>T 0 ,
0 I 0 0
obtendo portanto
ng (ak+1) Acl(ak) —B(Oék)
* Qq,(ar)™" —G(ar)"S(w) | >0, (3.23)
* * QS(Oék)

em que Ag(ag) é a matriz dindmica do sistema de malha fechada definida logo apds a

equacao (B.717).
Aplica-se o complemento de Schur na inequacao ([B.23)) e pré- e pés-multiplica-se o

resultado pelo vetor [x{ \ll(uk)T} e seu transposto, assim é possivel escrever

l{Hng(%ﬂ)*lka — x%@gxak)ilxk — Q‘Ij(uk)TS(Oék)<‘I’(Uk) - G(Oék)l‘k) <0. (3.24)

Portanto, os sinais u;, = K (ay)zg € vy = G(ay)x), com xp € Re pertencem ao conjunto
S (definido na equagao (2.1I7)) e, assim, de acordo com o Lema[ZT] apresentado no capitulo

anterior, tem-se W(ug)?S(ay) (‘li(uk) - G(ozk)xk> < 0, assegurando que

(122 (@ (00)) " hull3 < V(i) < (min M@y, () el

ag€EA ap€EA

e que existe algum (3 > 0 tal que AV (zg,ax) < —pBs]lz||3, para todo ap € A, com

AV (g,0n) = 2141 Qg (k1) " i1 — 2 Qg (k) '
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Apo6s certificada a condigao (B.1H), é necessario também provar que as condigdes do
Lema [2.1] sdo satisfeitas. Assim, assume-se que (3.16)) é factivel. Substitui-se Lg,(ay) por
K (o) Xy, (o), Wy, (air) por G(au) Xy, (o) e use o fato de que Xy, (a) " Qg (cr) ™ Xy, (o) >
Xy, ()" + X, (ar) — Qg, (i) para repassar no bloco (2,2) da inequagao (B.16)

[—/)?T) K (o) Xg, (an) — Glaw) ) Xg, (o)
* — Xy, ()" Qg, () ™' Xy, ()

para todo ay, € Aer =1,...,n,. Posteriormente, pré- e pés-multiplica-se ([B.25]) por

] <0, (3.25)

I 0
0 ng(ak)_T
e sua transposta, respectivamente. Aplica-se o complemento de Schur no resultado e

obtém-se

[K (k) ) = Glen) )] P [K (k) iy — Glan) ] — Qg (ax) ™ <0

para todo ay € Aer =1,...,n,. Considere que z;, € Re = Ly(1), usando o Lema 311
Pré- e pés-multiplica-se a tltima inequagdo por xl e seu transposto, respectivamente,

obtém-se

xp [ K (ag) o) — G(ozk)(r)]Tp(_j (K () ) — Glow) iy ze < 2f Qg () 'y < 1=
“K(Oék)(r) - G(Oék)(r)]l"k’ < P,

para todo a, € A er = 1,...,n,. Consequentemente, o conjunto S inclui o conjunto
contrativo Re = Ly,(1) e atende as condi¢oes do Lema 3.1l Assim, a condi¢ao do setor é
valida. Como resultado, o sistema LPV de malha fechada sujeito a atuadores saturantes

BI)-B4) sob a lei de controle (3.5) com ganhos de realimentagao de estado (B.17), tem

suas trajetorias emanadas em R¢ convergindo para a origem sem sair de Rg. n

3.3 Abordagem direta

A condicao apresentada no proximo teorema é obtida utilizando uma abordagem com
um numero menor de varidveis de folga, mas permitindo igualmente a dependéncia do

parametro da matriz de entrada B(ay).

Teorema 3.2 Considere o sistema discreto no tempo descrito em (31)-(54). Se exis-
tirem matrizes simétricas definidas positivas HPPD Qg (ay) = Qg, (o))" € R™", uma
matriz diagonal definida positiva HPPD Vy, (oy,) = V,, (ay)T € R™*™ ¢ matrizes HPPD
Xg. (o) € R™™ Ly (o) € R™*™ e W, (o) € R™*™ Yoy, € A, de tal forma que as
LMIs

Qg (art1)  Alag) Xy, (k) + Blaw) Ly, (o)  —B(aw)Vy, (o)
* —Qg, ()" + Xy, (o) + Xy, ()" —Wgwé@k))T >0, (3.26)
* * 2V, (au,
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p%?“) Lgl(ak’)(r) - W ( )(7“) <0 (327)
* Qg lar) — X, (o ) X, ()"

sao satisfeitas para todo ap, € A er = 1,...,n,. Entdo, a lei de controle dependente
de parametro ([B.5]) com ganhos dados em (Bj:ﬂ) estabiliza localmente o sistema de malha

fechada ([3.7) para todas as condigoes iniciais pertencentes ao conjunto Re = Ly(1).

Prova: Supde-se a factibilidade de (3:20]). Assim, substitui-se L, (a;) e Wy, (ax) por
K(ag) Xy, (o) e G(ou) X, (o), respectivamente. Use o mesmo fato dado em (B.18)) para
repassar no bloco (2,2) da inequagao (3.26)),

Qg (art1) Alar) gx(Oék)JrB(Oék)K(Oék)ng(Oék) —B(a)Vy, (ar)
* Xy, ()T Qg, (o) ™' X, (i) —G(Oék:)Ti(gm)(Oék)T > 0. (3.28)
* * 2V, (o

Pré- e pés-multiplica-se (B:28) por

I 0 0
0 ng(ozk)*T 0 (3.29)
0 0 0
e seu transposto, respectivamente, obtendo
Qgy (k1) Alag) + Bloy) K (ag) —B(a)
* Qq, ()™ —G(ag)TV,, (ag)™! > 0. (3.30)
* * Vo, ()™ + Vg, (o)™

Em seguida, aplica-se o complemento de Schur na inequagao ([B.30) e pfe- e pds-
multiplica-se o resultado obtido pelo vetor [a:;f \IJ(uk)T} e seu transposto, respectiva-
mente, assim obtém-se a inequacdo (3.24]). Desse ponto em diante, a prova segue os
mesmos passos da prova do Teorema [B.I] inclusive a prova da LMI ([8.27)), completando a
demonstracao. -

Vale ressaltar que as condigoes apresentadas neste capitulo valem para variagoes arbi-

trarias dos parametros variantes no tempo.

3.4 Complexidade numérica

A complexidade numérica das LMIs apresentadas nos teoremas B.1e estd relaci-
onada ao nuimero ) de varidveis de decisao escalares e ao nimero R de linhas das LMI,

e Ane 3n+1 n+1
Vi :n( - )j<g>+n(

Vo=V —n(n+1)7J(9),

) +n(3n+2)J(9), (3.31)
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representa o nimero de varidveis de decisao escalares para os teoremas [B.1le [3.2] respec-

tivamente,
Ry = [0+ 2009 7() 4 1) 4 30] 7 (0).
(9+1) (3.32)
_ NAIY 700 '
Rg—Rl—nu<g+1>j(g) )

sao o numero de linhas das LMIs nos teoremasB.Ile[3.2] respectivamente e J(g) é fornecido
em (2Z37). E interessante notar a presenca de J (9)? no ntimero de linhas: esse termo vem
da presenga de matrizes em dois instantes diferentes, k e k41, nas LMIs em (B.13]) e (3.20).
E claro que, em todos os casos, as condi¢oes apresentadas no Teorema [3.2l requerem menos
esforco computacional do que as condi¢oes no Teorema Bl Essas relacoes sao usadas
posteriormente, na Secao [3.0] para ilustrar a diferenca de complexidade entre esses dois

Casos.

3.5 Procedimento de otimizacao

As condigoes dos teoremas B.1] e fornecem possiveis solugoes para o Problema 3.1
Entretanto, pode-se ir além e usar as condigoes desta secao para maximizar o tama-
nho da estimativa da regiao de atracao. Esta maximizacao estd associada ao problema
da minimizagao do determinante das matrizes de Lyapunov ou, de forma mais simples,
4 minimizacao do traco das matrizes Q(a)™ !, Vap € A. Conforme argumentado por
Tarbouriech et al. | (2011)), esse procedimento leva a elipsoides que tendem a ter dimen-
soes mais homogéneas em todas as direcoes.

Neste trabalho, considera-se o procedimento de maximizacao de um elipsoide dado por
E(H), H € R™" interno aos elipsoides determinados por £(Q(ax)™!), Vap € A. Ou seja,
minimiza-se o trago de H sujeito a H > Q(ay)~!. Assim, aplicando o complemento de
Schur nessa tltima desigualdade, tem-se:

( min trace(H)

ng (ak)7 Xgac (ak)7
Ly (ar), Yy, (o), Zg. (k)
sujeito a:  (BIH)-(BI6) (Teorema [3.1))

Py = o (3.33)

B.20), B.21) (Teorema3.2), e

ng (ak) I
I H

]20, Vai € A.
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3.6 Exemplos numéricos

Nesta secao, sao ilustradas as condigoes apresentadas neste capitulo dadas por meio de
experimentos numéricos. O objetivo é investigar o dominio de estabilizacao e o tamanho
das estimativas regioes de atragao alcancadas. Foram programadas as LMIs dos teoremas
BIe com o parser ROLMIP (Agulhari et al. |, 2019), que permite inserir as LMIs da
HPPD diretamente na forma em que aparecem nos teoremas. O solucionador SEDUMI
(Sturm, 11999) é executado no MatLab para procurar as solugoes. A proposta com os
préximos exemplos s@o i) mostrar como aplicar as condi¢oes propostas aos sistemas LPV
sujeitos a atuadores saturantes e i) ilustrar como o aumento do grau das matrizes HPPD

pode levar a estimativas da regiao de atragao menos conservadoras.

3.6.1 Exemplo 1

O objetivo principal deste exemplo é mostrar a influéncia da estrutura polinomial
empregada nas varidveis de decisao sobre o tamanho do conjunto £(Q7 1 p). Assume-se
i1 =1 sem perda de generalidade.

Considere o sistema LPV  ([B.]) com matrizes:

—1,74 0,58 _[-1,16 0,58 o [36
A= {0,58 0 } A= {0,58 —0,58] o Bi=8 = {0,6} ’ (3.34)

ep=1.

Aplica-se o procedimento de otimizagao Py, dado por (8.33)) com o Teorema [B.2 ao
sistema considerado, maximizando assim o tamanho da estimativa regiao de atragao por
meio da inflagdo da elipsoide 2} Hzy < 1 que se encontra dentro do conjunto de niveis
Ly(1).

Esse procedimento é executado para os cenarios descritos na sequéncia, e a Figura [3.1]

mostra os resultados alcancados.

1. Primeiramente é reproduzida a abordagem baseada na estabilidade quadratica com
um ganho robusto de controle, ou seja, K = LX . Assim, foi considerado g = 0
para todas as varidveis de decisao. A regiao de atracao obtida é indicada pela linha

solida vermelha e corresponde, claramente, a menor estimativa da regiao de atragao.

2. Depois é projetado um controlador robusto (portanto, com g, = g, = 0), mas com
todas as outras varidaveis de decis@ao com grau g = 1. A estimativa computada da
regiao de atracao ¢é indicada por uma , delimitando uma regiao

que engloba a estimativa obtida no cenario anterior.

3. No ultimo cenario, todas as variaveis de decisao foram colocadas com o mesmo grau g

e o problema de otimizagao foi resolvido para g € {1, 2, 3, 4}. Asregides de atragao
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obtidas sao indicadas pelas linhas tracejada azul (¢ = 1), pontilhada vermelha
(g = 2), tracejada e pontilhada azul-claro (¢ = 3) e sélida preta (g = 4). Esta
ultima é a maior regiao obtida com base no procedimento realizado para diferentes

valores de g testados.

Os testes realizados mostram que, como esperado, a abordagem da estabilidade qua-
dratica produz uma estimativa regido de atracdo mais conservadora (a mais interna das
elipses na Figura B.I). O controlador robusto projetado no segundo cendrio permite me-
lhorar a estimativa regiao de atracao gracas a candidata funcao de Lyapunov mais geral.
O leitor pode observar que essa estimativa, indicada pela , COrrespon-
dente & intersegao de dois conjuntos elipsoidais dados por 2% Qg zr < 1 e 2L Qylzy < 1.
Entao, como pode perceber, nos cenarios 1 e 2 dizem respeito somente ao projeto de um
controlador robusto.

Os ganhos do controlador dependente de parametros sao calculados apenas no terceiro
cenario, para quatro graus diferentes das matrizes HPPD. No primeiro caso, g = 1, a
Figura 3.1l mostra a estimativa da regiao de atragao pela linha azul tracejada. Observe
que a candidata funcao de Lyapunov usada é a mesma que a do segundo cendario, mas
a dependéncia de parametro das outras variaveis, especialmente o ganho de controle,
produz uma estimativa maior. Assim, fica clara a vantagem de usar um ganho de controle
dependente de parametro sobre o robusto. Na FiguraB.l é possivel perceber também que
os casos em que todas as varidveis de decisao sdo definidas com g = 2 (linha pontilhada
vermelha) até g = 4 ( sélida preta) a regiao de atragao pode ser aumentada as custas de
um grau mais alto nas matrizes HPPD. No caso de g = 1, temos o ganho do controlador
fornecido por

K(ou) = (oq Ly 4+ asLoy) (a1 X10 + a2 Xo1) ™", (3.35)

em que
Lyo = [3,5478 —11,9031] , Loy = [4,2270 —6,8574] ,

23,1737 35,9025 28,2401 47,9729
X10 } , Xo1 = [

= 52,5419 191,0266 32,8195 141,8260|

Enquanto no caso de g = 4,

K(ag) = (O/fL40 + b Ly + atai Ly + ayaisLig + a§L04) X

-1
(O/ILX40 + Oészéngl + Of%CYgXQQ + CYlagXlg + CX%X(M) s (336)
sendo que as matrizes usadas para calcular os ganhos K («ay) sdo

Ly = [3,4618 —13,4017], Ls; = [44,3822 27,0508], Loy = [20,4062 —70,8942],
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3.6. Exemplos numéricos

L3 = [28,0257 —16,8320] , Los = [4,2037 —5,8549] ,
e

o _ [53:2430 1352541] | [142,7506 322,1134]  _ [100,7030 145,5360
107 1150,8070  515,9314 |31 T 1108,3686 621,4481 | %~ |112,7720 701,8516]

99,1580 145,4263 51,9149 89,3369
X13=[ ];X04=[ }

97,1600 455,6453 77,4883 220,9183

A Figura B.Iltambém apresenta as trajetérias que se iniciam em pontos pertencentes as
regioes de atracao estimadas, e fora delas. O leitor pode observar que o conservadorismo
da proposta diminui a medida que o grau das matrizes HPPD aumenta: as condigoes
iniciais que levam a trajetdrias instaveis estao mais proximas da fronteira da regiao Rg
obtida com g = 4, linha sélida preta, do que aquelas calculadas com graus mais baixos,
confirmando as expectativas de que o aumento do grau polinomial reduz o conservadorismo
da abordagem. As trajetérias convergentes de todas as condigoOes iniciais sao tomadas
com base na regiao estimada por ¢ = 1 (linha azul tracejada) e pela regiao estimada
para g = 4 (linha sélida preta), confirmando que ambas regices estimadas asseguram a

estabilizacao para todas condicgoes iniciais.

20 T T T

15 |

-10 +

-15 +

-20 1 1 1
-10 -5 0 5 10

X1,k

Figura 3.1: Estimativa regiao de atragao para uma func¢ao de Lyapunov quadratica (linha
sélida vermelha), ganho robusto (linha sélida verde), para matrizes polinomiais de graus
1 (linha tracejada azul), 2 (linha pontilhada vermelha), 3 (linha tracejada e pontilhada
azul-claro), e grau 4 (linha sélida preta).

40



3.6. Exemplos numéricos

Em todas as simulagoes, o vetor de parametro variante no tempo, a4, foi utilizado
conforme é mostrado na parte superior da Figura 3.2

O comportamento dos ganhos para a condicao inicial zy = [8,2754 17,8186}, locali-
zado na borda da regiao calculada com g = 4, é apresentado na parte inferior da Figura
B2l E interessante destacar o comportamento polinomial dos ganhos, especialmente para

k2(ag) (linha tracejada vermelha).
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Figura 3.2: valores de oy, (parte superior) e ganhos k;j, (linha sélida azul) e ks (linha
tracejada vermelha) para a condigao inicial xy = [8,2754 17,8186] (parte inferior).

Os sinais de controle saturados das trajetérias apresentadas na Figura [3.1] sdo mostra-
dos na Figura B.3l para os casos convergentes na parte superior da figura e os instaveis

que iniciam nos pontos marcados com x, fora de Rg na parte inferior.

3.6.2 Exemplo 2

Considere o sistema LPV discreto no tempo sujeito a atuadores saturantes (B.1) com

n =4, N =4, e com as seguintes matrizes utilizadas em (Pandey & de QliyﬁiraL [Zﬂl_ﬂ)

0,8 —025 0 1 B
1 0 0 0 0

Au = —08»w 05w 02 0,03—w|’ Bs= |y 3 (3.37)
0 0 1 0 0

Os objetivos deste exemplo sao:
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15 T T T T T T T T T
1 .............................................................................................. -
05 F 1 -
2
= or I —
® 05 i
T e e e e P PP PP P PP _
15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
k
1
05 4
3
< o+ 4
P
[}
7]
05 - 4
-1
0 5 10 15 20 25 30
k

Figura 3.3: Sinal de controle para as trajetérias com condigoes iniciais dentro das regioes
de atragao da Figura Bl (superior) e para as trajetérias com as condigdes iniciais fora
(inferior).

1. Encontrar o maior valor de w > 0, de modo que os teoremas [B.1] e possam
estabilizar o sistema de malha fechada com ganhos de realimentacao de estado de-

pendentes de parametro, com um limite de saturagao p = 1;

2. Para um w viavel, maximizar o volume da regiao de atragao através do procedimento
de otimizagao Py fornecido em (B.33)), com matrizes fornecidas em (837), 0 < 5 <1

e o limite de saturacao também igual a p = 1.

Os teoremas Ble foram empregados com um algoritmo de bissecao simples para
atingir o primeiro objetivo (a maximizagdo de w). A tabela Bl exibe, para diferentes
graus ¢ usados nas varidveis de decisdo, os valores w alcancados (colunas 2 e 3) e a
propor¢ao do nimero de varidveis (V;/V,, coluna 4) e nimero de linhas (R,/R2, coluna
5) exigidos pelos teoremas B.le

Quando nao indicado explicitamente na Tabela [B.1l todas as varidveis de decisao tém
o mesmo grau g, indicado na primeira coluna. Observe que, nas duas primeiras linhas,
tém-se controladores robustos (independentes de parametros): na primeira, uma fungao
quadratica de Lyapunov (V(z3) = 2,Q ') garante a estabilizacao e, na segunda linha,
a fungiio de Lyapunov é linear no parametro (V(zy) = x5 S0, Qi 'a).

Em relagao ao segundo objetivo deste exemplo, a maximizacao de R¢, foi realizado
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3.6. Exemplos numéricos

Tabela 3.1: Valores de w obtidos com as condicoes propostas nos teoremas [B.1le para
diferentes graus g empregado nas varidveis de decisao (colunas 2 e 3) e na proporgao do
nimero de varidveis (coluna 4) e linhas (coluna 5) entre os teoremas B.Ile B2

g Teogy Teogy Vi/Ve Ri/Re

’ 0,53 0,53 11,1111 1,0755
(Quadrético)
9 =9 =0,

Go=0=go=g. =g, =1 056 056 12222 1,0935

(Robusto)

1 0,63 0,60 1,1333 1,0935

2 0,63 0,62 1,1389 1,1015

3 0,63 0,64 1,1408 1,1054

4 0,63 0,66 1,1417 1,1075

o procedimento de otimizacao Py para diferentes valores de w e g com a finalidade de
maximizar o volume de Rg . E importante ressaltar que as matrizes (8.37) sao de ordem
4, isto é, estao em um espaco quadridimensional, portanto, o volume dado por Re =
Ly(1) foi aproximado pelo volume de H que é inflado dentro de uma regido, e tem Vol
(H) proporcional a 1//det(H). Embora essa maneira de calcular o volume leve a uma
estimativa conservadora do volume real da regiao de intersecao estimada, ainda fornece
uma boa visao geral do tamanho do volume calculado por cada método de projeto do
controlador.

A Figura B4 ilustra a relacdo do volume obtido da matriz H, cujo volume é maxi-
mizado no procedimento de otimizagdo Py em funcao de w para o Teorema [B.l (parte

superior esquerda) e Teorema (parte inferior esquerda).

A Figura [B.4] mostra que, para o mesmo valor de w, o volume atingido é geralmente
mais alto ao usar o Teorema do que o Teorema [B.Il Como jia mencionado, a excecao
permanece no grau g = 1, onde para w > 0.59, a condicao apresentada no Teorema [B.1]
atinge maiores estimativas de Rg. Pode-se entender essa relagao olhando para o lado
direito da Figura B4l em que é apresentado a razao entre os volumes de H calculados
pelo procedimento de otimizacao Py com o Teorema e Teorema [3.Il Sempre que essa
relacao for maior que 1, significa que o uso do Teorema supera o uso do Teorema

B E claro que, na maioria dos casos, o Teorema prové melhores resultados que o
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Figura 3.4: Comparacao de w pelo volume para diferentes graus das matrizes das
condigoes B (parte superior esquerda) e (parte inferior esquerda); e a proporgao
Vol(Teol3.2)) /Vol(TeoB1l) (a direita) para o mesmo intervalo de viabilidade sendo g = 1
( ), g = 2 (linha pontilhada), g = 3 (linha tracejada), e g = 4
(linha sélida).

Teorema [B.Il Além disso, percebe-se que, préximo aos limites de factibilidade de cada

condicao, esse desempenho diminui.

3.7 Consideracoes finais

Neste capitulo foram propostas duas novas condi¢oes convexas para projetar contro-
ladores dependentes de parametros que estabilizam localmente sistemas LPV de tempo
discreto sujeitos a atuadores saturantes. Essas abordagens permitem calcular uma lei de
controle por realimentacao de estado, que pode ter uma dependéncia racional do parame-
tro variante no tempo, usando matrizes HPPD. Além disso, foi estabelecida uma condigao
geral para calcular uma estimativa da regiao de atragao por um conjunto finito de desi-
gualdades, dependendo das matrizes de Lyapunov HPPD. Por meio de dois exemplos
numéricos, ilustrou-se a eficiéncia das condi¢oes propostas e que foram comparadas com
base no dominio da estabilizacao, complexidade numérica e volume da regiao de atragao
estimada. Com base nos resultados desses exemplos foi possivel concluir que as condigoes
provindas da abordagem direta apresentou melhores resultados. Além disso, foi mais facil

encontrar sistemas nos quais o Teorema (3.2)) funcionava do que o Teorema (3.1]).
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Capitulo

Abordagem poliquadratica

Neste capitulo é apresentado um corolario do Teorema 3.1l apresentado no capitulo an-
terior, para o caso de polinomio homogéneo de grau unitario, ou seja, para um polinomio
com dependéncia linear nos parametros. Esse resultado pode ser visto como uma extensao
do trabalho de [Pandey & de Oliveira (2017) para o caso com saturagao de atuadores. Por-
tanto, o método proposto visa a busca de uma fun¢ao de Lyapunov linear nos parametros
atendendo a classificacao de funcao poliquadratica proposta por Daafouz & Bernussou
(2001). A estabilidade local é utilizada para caracterizar uma estimativa da regiao de
atracao do sistema. Na primeira secao deste capitulo sao apresentados dois exemplos
numeéricos para ilustrar o principal resultado.

Em seguida, é proposta uma extensao dos resultados para um caso de particular inte-
resse, por exemplo em processos industriais: o projeto de um controlador com capacidade
para rastreamento de referéncia. Neste caso, é considerado um controlador LPV com acao
proporcional aos estados e acao integral sobre o erro de rastreamento, ambos com ganhos
dependentes de parametros. Além disso, essa nova condicao pode garantir o desempenho
do sistema LPV de malha fechada com uma taxa de contratividade da fun¢ao de Lyapu-
nov, o que reflete na taxa de convergéncia da malha fechada. O controlador dependente
de parametros e com agao integral é utilizado em dois ensaios: um para rastreamento de
referéncia e outro para regulacao em torno de um determinado ponto de ajuste. Deve-se
ressaltar que o seguimento de referéncia implica no estudo de tolerancia ao sinal exégeno
(ou ao disturbio) (Lopes et al. |, 2020). Isto, pois a variagdo do sinal de referéncia pode
implicar em excursionamentos que eventualmente levem a trajetoria dos estados do sis-
tema em malha fechada a escapar da regiao de atragao. Entretanto, neste trabalho a
estimativa de variagao do sinal de referéncia é feita por meio de simulagoes numéricas,
com a verificagdo a posteriori das trajetérias de malha fechada. Maiores detalhes sao
apresentados nos estudos realizados.

A proposta de projeto de controlador para rastreamento de sinal de referéncia é em-
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pregada para controle de nivel em um sistema de tanques disponivel no Laboratério de
Sinais e Sistemas situado no CEFET-MG, campus Divindpolis. Primeiramente, é rea-
lizada a modelagem fisica do sistema como um sistema quasi-LPV e, posteriormente, a
realizacao de testes experimentais com o controlador projetado, que podem ser vistos na
terceira secao deste capitulo.

Para facilitar a leitura, é descrito novamente o sistema linear discreto com parametros

variantes no tempo e sujeito a atuadores saturantes,
Ty = Alag)xg + B(ag)sat (ug) , (4.1)

em que r, € R" é o vetor de estados, u; € R™ o vetor de sinais de controle lineares e as
matrizes A(ay) € R™"™ e B(ag) € R™™ pertencem ao politopo dado pela combinagao
convexa de N vértices conhecidos dado em ([B.2]) com «y, € A.
O vetor de parametros variantes no tempo, «y, esta disponivel em tempo real permi-
tindo o uso da lei de controle
up = K(ag)xy, (4.2)

em que K (ay) € R™*" é um ganho LPV localmente estabilizante,

N
K(ax) = Zak,iKi: (4.3)
i=1

e os valores de K; € R™*" devem ser determinados.
O termo sat (uy) é tratado por meio da fungdo zona morta, ¥(uy), dada em (B.6]).

Portanto, o sistema (4.]) em malha fechada pode ser escrito como:
LTe+1 = Acl(ak)$k — B(O&k)\If<K<Oék)l’k>, (44)

em que Ay (ax) = A(ag) + B(ag) K (o).

Conforme discutido no capitulo anterior, busca-se determinar K (qy) que resulte em
uma Rg, em geral a maior possivel, tal que Re € R4. Como feito anteriormente, na
subsecao B.I1.2] a estimativa de R¢ utiliza um conjunto de nivel associado a funcgao de
Lyapunov associada ao sistema em malha fechada.

A estabilizagao do sistema (A1l com atuadores saturantes é investigada por meio de
uma candidata a funcao de Lyapunov quadratica nos estados e dependente do parametro

variante no tempo, dada por:

V(vg,0n) = o1 Play,)wy, (4.5)

N
Ploy) = ;P> 0. (4.6)
=1

A definigao de estabilidade poliquadratica proposta por Daafouz & Bernussou (2001)

pode ser adaptada para o caso local conforme segue:
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Definicao 4.1 O sistema ({{.4) € localmente poliquadraticamente estdvel se existe uma

funcao de Lyapunov quadrdtica nos estados e dependente de parametros na forma dada

em ({{-9)-(4-0) para z1, € Re.

Cabe destacar que em (Daafouz & Bernussou, 2001) o sistema dependente de parame-
tro tratado nao admite parametros variantes na matriz B(ay). Entretanto, na extensao
proposta recentemente por Pandey & de Oliveira (2017), as condi¢oes de anélise e sintese
de controladores passam a admitir que essa matriz tenha dependéncia paramétrica.

O conjunto de nivel associado a fungao de Lyapunov pode ser definido no Lema [B.1]
considerando g = 1. Dessa forma, o conjunto de nivel Ly(u) é calculado como em

(Jungers & Castelan, 2011), ou seja:

N

Ly(n) = () E(Pisp). (4.7)

4.1 Condigoes para estabilizacao

O projeto de controlador para o sistema (41]) é realizado baseado na nova condigao
de estabilizagdo poliquadratica proposta por Pandey & de Oliveira (2017), em que pode-
se admitir parametros variantes no tempo na matriz B(qy) e variagoes arbitrarias dos

parametros, conforme apresenta no corolario a seguir:

Corolario 4.1 Considere o sistema discreto no tempo descrito em (4.1). Se existirem
matrizes simétricas definidas positivas Q; € R™™ ", matrizes X; € R™", L; € R"*"
Y; e R Z; € R W, € R 45 =1,...,N, e uma matriz definida positiva
diagonal V; € R™>™ de tal forma que as LMIs

Xi+ X' -Q -wl XTAT —Lf
B R
* * Qj - R@'j BzZJ — Y}T >0 (48)
* * * Zj+ 7]
2
Py Ly = Wiy | (4.9)

sejam satisfeitas, com R;; = B;Y; + YJ-TB;I, para todo v, j = 1,... . N, er = 1,...,n,,

entdo, o sinal de controle ({{.3) cujos ganhos do controlador dados por
K;=L;X;* (4.10)

estabilizam local e poliquadraticamente o sistema, e assequram que as trajetorias do sis-
tema em malha fechada iniciadas no conjunto Re convergem para a origem dentro do seu

dominio, considerando Re = Ly(1) e P,=Q;',i=1,...,N.

1
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A prova deste coroldrio segue os mesmos passos da prova do Teorema [3.I], porém com
as matrizes dadas em 7 e j. E importante ressaltar que nao é possivel obter a prova
desse corolario diretamente da prova do Teorema [3.1] devido aos produtos existentes nas
condicoes, deixando as inequagoes nao convexas.

Prova: Assuma que a condigao (4.8]) seja satisfeita, o que assegura a positividade @; e a

regularidade de X;. Substitui-se L; e W; por K;X; e G;X;, respectivamente, em ([.g]),
X;+XT—Q; —XTGT XTAT  _XTKT

: T _yTrpgr
* Vit Vi~V D O 1o (4.11)
* * Qj — Rz‘j BZZ] — Y;
* * * Z;+ 7]
Utiliza-se o fato de que
X'Q7'X: > X+ X —Q; (4.12)
para majorar o bloco (1,1) da desigualdade (£I1]), assim
XIQPX, —XIGI XIAT  —XIK!
«  Vi+VT —VIBT 0
N QR Bz—vT| 7" (4.13)
* * * Zi+ 7]
Pré- e pés-multiplica-se a inequagao (£I3]) por
X;Tooo
0 I 00O
0O 01IO
0O 001

e sua transposta, respectivamente, e definindo P, = Qi_l, H;, = Z;T e F;, = PZ-Y;THZ-,

obtém-se para todo i, j =1,..., N,

PGP A7 —K
« Vit VT _VTBT 0
« % Pl'-R, BHT-pirgt | (4.14)
j ij  Dit; j j
* * * Hj_1 + H]-_T
sendo Ryj = B;H; "FI'P7' + P F;H; ' BY', para todo i, j = 1,...,N.
Pré- e pés-multiplicando-se a inequacao (EI4) por
I O 0O O
oV o o
0 0 0 H
0 0 P F
e sua transposta, respectivamente, obtém-se:
P, -Grvi' —K'H] ATP,— KIFT
 ViTevshooo ~B/'P;
. «  ®'+m, pre+Er |7 (4.15)
* * * P;

J
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4.1. Condicoes para estabilizagao

para todo ¢, j = 1,..., N. Uma vez que a matriz V; é nao singular devido ao bloco (2,2)
de (A7), define-se S; = V;'. Em seguida, multiplica-se ([I5) por oy, aj, a € A, e faz-se

o somatoérioem ¢, j =1,..., N.

Plog) —G(on)"S(ar)  —K(aw)" H(apsr)"

* QS(O%) 0
* * H(ops1)" + H(p41)
* * * (4.16)
A(ar) " Pagr) — K (o) Flagn)” '
~B(ow)" Pl o
Bay)" Plagsr) + Flagar)"
P(ag1)
Pré- e pés-multiplicando-se a inequagao (£10) por
00 0 Pla(k+1))!
10 K(ak)T 0
0 I 0 0
e sua transposta, respectivamente, obtém-se:
Plogrn)™ Aalar) —B(oy)
* Plag) —Glagp)'S(ag) | >0, (4.17)
* * 25 ()

em que Ag(ay) é definida apds ([@4]), P(ay) é dada em ([f0), K(ax) em [@3) e G(ag) =
Zi]\il ak,iGi-
Aplicando o complemento de Schur em ({I7), tem-se

Plew —ClonS(e) | _TA) T b ) (agton) —Blon] >0 (419

pré- e pés-multiplicando-se ([EI8) pelo vetor [z(k)” W(k)T] e seu transposto e usando

(4], tem-se
Tt Plan1) w1 — x Pow)
—2W(K (o)) TS () (\P(K(ak)xk) . G(ak)xk> <0. (4.19)

Sabe-se que up = K(ag)xg e v, = G(ag)zg, sendo assim, suponha que xp € Re de
forma que os sinais uy, e vy, pertengam ao conjunto S dado em (2.I7)). Nesse caso a condigao
de setor ¢ verificada, isto é, W(K (ag)x)TS(ax) (W(K(ak):vk) - G(ak)a;k> < 0. Portanto

a diferenca da fun¢ao de Lyapunov, AV (zy,ax) = 2} P(os1)Tpi1 — 2 Pag)zy, €
AV (z,0) < 20 (K () z) " S () <\II(K(ozk)xk) - G(ak)mk>.

Portanto, se a condigao de setor e a condi¢ao (48] sao verificadas, implica na positi-

vidade da fungdo dada por (£H) e na negatividade de AV (z,c4) com fungoes classe K
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4.1. Condicoes para estabilizagao

dadas por 51 (||zk|]) < V(zk,ar) < Bo(||zk]]) € AV (zg,an) < —B3(||xk]]) < 0, em que

_ : . ] 2
61 - :H}H}N /\mlnPZHIkH%
52 = ,_InaXN )\maXPinnga (420)
53 > 0.

Resta demonstrar que a condi¢do de setor é de fato assegurada. A condicao (4.9)
assegura a inclusao do conjunto de nivel contrativo dado pela funcao de Lyapunov em S.
Assumindo a factibilidade de ([£9), substitui-se L; por K;X;, W; por G;X; e usa-se o fato
dado em (A.I2)) para obter:

2
Py KXo — Gin Xi| _
{ A _XTQIX, <0 (4.21)

paratodoi=1,...,Ner=1,...,n,. Pré- e pés-multiplicando-se ([@21]) por

I 0
HEa wz
e seu transposto, e definindo P, = Q; ', obtém-se:

2
Py iy — G|
{ i 0 <0 (4.23)
paratodoi=1,..., Ner=1,...,n,.

Multiplicando-se (4.23)) por «;, somando-se em i = 1,..., N, e aplicando-se o comple-

mento de Schur no resultado, tem-se

(P10 — Plax) <0 (4.24)

com Oy = K(ou)r) — G(a)w), para todo oy, € A er = 1,...,n,. Finalmente, pré- e

pés-multiplicando-se (f24]) por z} e seu transposto,

xf@%;)p(_g@(r)xk —zp P(og)r, <0 (4.25)
paratodoay € Aer=1,...,n,. Assim,
xz@z;)@(r):ck < p%r)xfp(ak)xk, (4.26)

como zy, foi escolhido tal que zj, € Ly(1), tem-se que =i P(ay,)z, < 1 e portanto

100 Omk < plpyTy, Plaw)wr < plyys (4.27)

0 que assegura v, 0, Ox), < pf,y, que é equivalente a |(K (ax)—G (o)) wx]* = [up—ovy|* <

p%r) e portanto |uy — vi| < p(ry, assegurando que os sinais uy e v, pertencem ao conjunto
S, satisfazendo assim a condicao generalizada de setor. .

Utilizando as condicoes de estabilizacao local poliquadratica, é possivel também en-
contrar um ganho robusto para garantir a estabilidade do sistema ({.1) com atuadores

saturantes, conforme o corolario a seguir.
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4.1. Condicoes para estabilizagao

Corolario 4.2 Se as condigoes ([{.8) e ({.9) forem satisfeitas com L; = L, X; = X,
1 =1,...,N, entao a lei de controle u, = Kux estabiliza local e poliquadraticamente o

sistema discreto no tempo descrito em ({{.1) com K = LX ™!,

A prova deste coroldrio segue os mesmos passos que a prova do Corolario ({1]), fazendo
apenas as modificacoes especificadas.

Note que tanto para o Corolario [4.I] quanto para o Corolério é possivel utilizar uma
candidata a funcao de Lyapunov quadratica nos estados para a estabilizacao do sistema
(1) que seja independente de parametros variantes no tempo, isto é, V(x;,) = xf Pxy.

Neste caso, basta fazer P = Q;l =Q ', i=1,...,N, em ambos os casos.

4.1.1 Procedimento de otimizacao

Nesta secao, é proposto o seguinte procedimento convexo para a maximizacao do
tamanho de um elipsoide dado por E(H), H € R™" interno aos elipsoides determinados
por £(P;), i = 1,...,N. Ou seja, minimiza-se o trago de H sujeito a H > P,. Assim,

aplicando o complemento de Schur nessa tltima desigualdade e usando Q; = P!, tem-se:

min trago(H)
Qi,Xi,L;,Yi,Z;
0, = sujeito a: LMIs ([4.8), (£9) e (4.28)
N |
@i
I H

4.1.2 Exemplos numéricos

Nesta parte, ilustra-se a contribuicao apresentada nesta secao. Sao investigados dois
exemplos numéricos, o primeiro extraido de (Bertolin et al. |, 2018) e o outro adaptado de
(Oliveira et al. |, 2009), em que originalmente o objetivo era verificar a estabilizacdo sem
restricoes de amplitude nos atuadores. Nos exemplos que seguem, o limite de saturacao
simétrico é considerado p = 1.

Ezemplo 1: Considere o sistema (£I) com n = 2, N = 2 e matrizes dadas por
(Bertolin et al. |, 2018):

-1 -1 3 3
A1:’7|:_4 0],142:7{_2 1],31:322{0}. (4.29)

Primeiramente, é investigado o maior valor de v > 0 tal que o sistema (£I) com
matrizes dadas em (£.29) pode ser estabilizado por meio da lei de controle (4.2)) em duas

situacoes:

1. Usando um ganho robusto, isto é, K(ax) = K, para todo k > 0, ou seja, aplicando

as condicoes propostas do Corolédrio .2k
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4.1. Condicoes para estabilizagao

2. Usando o ganho dependente de parametros (4.3)), isto é, aplicando o Corolario [4.1]

E também verificado o maior valor de v > 0 em que o sistema ([£29) pode ser estabilizado
usando o conceito de estabilidade quadrética, isto é P(ag) = P. Para isto, também
podem ser utilizada tanto uma lei de controle usando um ganho robusto quanto uma
poliquadratica, portanto com um ganho dependente de parametros (£3)). Para todos
esses casos, utiliza-se o procedimento de otimizagao Qp dado em (Z.2§)). Os resultados

obtidos podem ser visualizados na Tabela [4.1]

Tabela 4.1: Valores de v > 0 para a estabilizagao do Sistema [£.29

Estabilidade | Ganho Robusto | Ganho LPV
Poliquadratica 0,3273 1,4900
Quadratica 0,3272 0,8890

Portanto, para o caso poliquadratico o controlador do tipo LPV consegue estabilizar o
sistema sob saturacao para valores de v que sao maiores que 4,55 vezes o maximo estabi-
lizavel por um ganho robusto. Além disso, quando se utiliza estabilidade poliquadratica
obtém-se um valor de 7 maior em comparacao com a estabilidade quadratica.

Fixando v = 0,45 e resolvendo o procedimento de otimizacao (£.28) com ganhos LPV,
sdo obtidos os ganhos K; = [0,8839 0,2701] e K, = — [0,5847 0,8768], e pode ser
determinada uma estimativa da regiao de atracao. Os resultados obtidos sao ilustrados
na Figura[4Ilem que sdo mostrados os conjuntos elipsoidais £(P;), E(FPz) e E(H), este em
linha pontilhada. Note que o conjunto elipsoidal £(H) fornece uma aproximagao interna

da intersecao dos conjuntos £(P;) e E(P).

L1,k

Figura 4.1: Ly e a trajetéria das condigoes inciais para o Exemplo 1.
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4.1. Condicoes para estabilizagao

Sao selecionadas 8 condigoes iniciais, marcadas com o, sobre a borda da regiao deter-
minada pela interse¢ao dos elipsoides £(P;) e £(F») para as quais a trajetdria do sistema
sob saturacao convergem, como esperado, para a origem. Uma trajetdria externa a regiao
de condigbes iniciais e bem préxima a regiao delimitada pelo elipsoide £(F;) é também
escolhida, marcada com X, ficando clara a divergéncia da trajetéria em relagao a origem.

Os sinais de controle de cada uma dessas trajetérias sdo mostrados na Figura 1.2 em
que fica evidente a saturacao do sinal de controle e, no caso da trajetéria divergente, a

insuficiencia de esfor¢o de controle para levar a trajetéria para a origem.

15

- o I ;_.._.._.._.._.._.I ................ e e :
0.5 _-: i | I 1 |

3 N i | |
S 0 I : i i | :
0.5 | : | | | I !
U S —_— B P e J
-1.5 ! 1 ] |
0 5 10 15 20

Figura 4.2: Sinal de controle para o Exemplo 1.

Em todos os casos, os valores de a4 utilizados sao mostrados na Figura 4.3 parte
superior. Na parte inferior dessa mesma figura, sdo mostrados os ganhos de K(ay) para
a condicao inicial zg = — [0,2925 0,9017]T. Observa-se que na Figura os ganhos
variam da mesma forma que o oy, pois K (ay) é linear em « (fun¢ao homogénea de grau
1), o que contrasta com o obtido no Capitulo 3, Figura B.2l em que os ganhos variam
polinomialmente com ay,.

FExemplo 2: Considere o sistema comn = 3, N = 2 e matrizes adaptadas de|QOliveira et al.
(2009):

1 0 -2 0 0 -1 1 0
Ai=~]2 =1 1], Ay=~|1 =1 0|, Bi=1|0|, By=10 (4.30)
1 1 0 0 —2 —1 0 1

Como no exemplo anterior, busca-se o maior valor de v para o qual o sistema (4.1l
é localmente estabilizdvel. Utilizando o ganho robusto, isto é, K(ax) = K para todo
ay, foi aplicado o procedimento de otimizacao (£28) e um algoritmo de bissegao para
determinar o maior valor de 7. Foi obtido um v = 0,6431. Por outro lado, repedindo-se o
procedimento desta vez considerando um ganho do tipo LPV, foi obtido v = 0,7480, que,

portanto, é 16,31% maior que o valor encontrado para o caso com ganho robusto.
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0.8 4
0.6 - 4
~=
3
0.4 -
0.2 .
0 1 1 1 1 1 1 ——
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k
1 T T T T T T T T
=
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—
=~
1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Figura 4.3: Valores de ay (superior) e ganhos Ky e Kyj para condi¢do inicial xzy =
—[0,2925 0,9017] (inferior).

Fixando-se v = 0,5 e resolvendo o sistema (4.30) com um ganho LPV, determinou-se
uma estimativa da regiao de atracao. Os resultados obtidos podem ser observados na
Figura 44 em que sao observados os conjuntos elipsoidais £(7;) e E(P,) e a intersegao

desses dois conjuntos identificada pela cor vermelha.

X2k

Figura 4.4: Regiao de atragao para o Exemplo 2 com v = 0,5.
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4.2. Seguimento de referéncia

4.1.3 Consideragoes finais

Nesta se¢ao foi apresentada uma metodologia para o projeto de controle por realimen-
tagao de estados para sistemas LPV de tempo discreto sujeitos a atuadores saturantes,
baseada em uma fungao poliquadratica, isto é, o grau das matrizes do Corolario 1] sdo
equivalentes a 1, que é um caso particular do Teorema [3.1] apresentado no capitulo an-
terior. As condicoes convexas estabelecidas, foram formuladas em termos de LMIs, que
quando satisfeitas, asseguravam que as trajetérias do sistema LPV de malha fechada

fossem limitadas.

4.2 Seguimento de referéncia

O objetivo desta secao é tratar o problema de nivel de um sistema de tanques que é
apresentado na proxima se¢ao deste capitulo. Para isso, é necessario adaptar as condigoes
de projeto de controlador para inclusao de um integrador. Portanto, é realizado um
procedimento convexo, com base em fungoes poliquadraticas, para projetar controladores
LPV com agao proporcional sobre os estados do sistema e acao integral sobre o erro de
rastreamento. Além disso, essa proposta garante o desempenho dos sistemas de malha
fechada, proporcionando uma taxa de contratividade da funcao Lyapunov.

Primeiramente, considere o seguinte sistema LPV discreto no tempo sujeito a atuado-
res saturantes dado em (4.1 e:

yr = Cay, (4.31)

em que r, € R™ é o vetor de estado e C' € R™*" é a matriz de saida.

O objetivo desta segao é projetar uma agao integral proporcional (PI) dependente de
parametro, com base em um controlador de realimentacao de estados, para o sistema
@) e (@3T). O controlador foi projetado para garantir um erro de estado estacionério
nulo para referéncias constantes por partes, além da rejeicao a perturbagoes, devido as

caracteristicas de robustez do préprio integrador. O erro é dado por
€ = Ty — Yk, (432)

em que 7, é a saida desejada do sistema. A Figura |43l descreve a topologia do controlador
a ser projetado.

Devido a acao integral o sistema de malha fechada atual apresenta ordem maior que
o sistema descrito em ([AJ]) e (£31)). Assim, como pode ser visto na Figura [L0 o vetor
de estado aumentado é dado por & = [x;‘f v,ﬂT, e o sistema (4J]) e (431)) passa a ser

reescrito em termos dos estados aumentados como
Err1 = Alag)&r + Blay)sat (u)

4.33
yr = C&, ( )
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4.2. Seguimento de referéncia

sat (ug)
-
-

Y Sistema (@) e (@31)

. L
Figura 4.5: Topologia do controlador LPV com acao integral.
em que
_ | Alw) O _ | Blax)
A(ak) - |:—CA(Oék) Iny:| ’ B(ak) - [—CB(O@)
c=1[C 0]. (4.34)
A lei de controle proposta para o sistema (£33) é
U = K(Oék)fk, K(Oék) = [Kp(Oék) K[(Oék)], (435)

N

com K (o) = g ar;K;. E nesta segdo também, a nao-linearidade sat (u), é tratada
i=1

por uma funcao zona-morta ¥(uy),

U(uy) = up — sat (uy,) . (4.36)

Portanto, considerando as equagoes (433)-(4.30]), é possivel reescrever o sistema de
malha fechada aumentado (£.33]) como

Eopr = Aalon)&, — Blag) ¥ (uy), (4.37)

em que Ay (ag) = A(ag) + Blag) K (ag).

Devido a saturagao nos atuadores, a estimativa regido de atragao (Rg) deve ser deter-
minada para que quaisquer trajetorias iniciadas em seu interior permanecam nessa regiao
e convirjam para a origem.

Como ja mencionado, a estimativa da regiao de atracao depende da fungao de Lyapu-
nov. Como esta se¢ao é uma extensao da se¢ao anterior, a candidata a funcao de Lyapunov
utilizada é a mesma, ou seja, poliquadratica. A diferenca é que o vetor de estado utilizado
nesta é aumentado, representado por . Nesse caso, o conjunto de nivel associado com a
funcao de Lyapunov é o mesmo definido no Lema [3.I] com g = 1, sendo alterado também
somente o vetor de estados.

O A-contratividade é um indice de desempenho que pode ser considerado no projeto do

controlador do sistema. Esta relacionado com o decaimento da fungao de energia V' (&, av,)
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4.2. Seguimento de referéncia

do sistema, ou seja, a variacao da fungao de energia AV (&, o) é limitada por um fator
A, que é compreendido entre 0 e 1. Portanto, tem-se a seguinte definicao adaptada de
Corso et al. | (2009).

Definicao 4.2 O sistema LPV discreto no tempo com atuadores saturantes descrito em
(4-33) € dito X\-contrativo se existe uma candidata fun¢do de Lyapunov V (&,ax), tal que
sua diferenca

AV (§k,an) = V(Epr1,0041) — AV (Ep,an) < —ro|Ex]- (4.38)

em que kg >0 e A € ]0,1], para todo ay, € A e para todo & € Ly.

Conclui-se que quanto menor o indice A, mais rapido um estado nao nulo deve retornar
a origem.

E importante destacar que na segao anterior o AV (&,ap) é um caso particular de
#.39), considerando o A = 1.

O corolério a seguir apresenta condigoes para a estabilizagao do sistema (£33]) sob
efeito do A-contratividade utilizando a lei de controle (A353]). A abordagem utilizada é
uma extensao do corolario da se¢ao anterior, sendo que agora o controlador possui também

uma acao integral.

Corolario 4.3 Considere o sistema LPV discreto no tempo dado em (A33) e um es-
calar A €]0,1]. Supde que existam matrizes definidas positivas Q; = QT € RFDx(n+1),
matrizes definidas positivas diagonal V; € RUwTDX(mutl) o matrizes X, € RM+H)x (041
L; € R(nu+1)X(n+1)7 Y; € R(nu+1)X(n+l)7 Z; € RutDx(mutl) 117 R(nwl)X(nH), i, j =
1,..., N, tal que as LMIs

He(X114) — M1 X + Xng,i — Q12 —WlTl,l- XlTl,iA;TF
Xo1,i + Xsz,i —AQa21;  He(Xa;) — M2y —W1T2,Z- XlTQ’iAlr
* * He(Vi1,) —VEZBf
o x * Q11,5 — Ri1
* * * *
i * * * *
—X1 AT CT + X5, —Liy, |
— X1 AT CT + X555 —Liy,
Vi .BICT 0
A >0 (4.39
Quj — Rroyy  BiZiy — Vi, (4.39)
Q22 — Razij —CBiZy1; — ng
* He(Zle)
_P%r) Li1iery — Whigr) L2ty — Whair)
* Qui — He(X11:)  Quzi — Xi2i — X;‘FLZ- <0 (4.40)
* QZl,i — Xo1; — Xng,i Q22,i - HB(X22,i)
com
o BiYi1 B;Yia; )
Rij = He( {_ oY, —cB¥, |) (4.41)
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4.2. Seguimento de referéncia

Vi,j=1,...,N, er=1,...,n,, sao satisfeitas. Entao, os ganhos do controlador depen-

dentes de parametro obtidos por

Ki=[Lii; Lu] [qu X

1=1,...,N, em que
Ki=[Kp; Krl,

com a lei de controle ([A3H), estabiliza localmente e poliquadraticamente o sistema de

malha fechada para todas as condigoes iniciais pertencentes ao conjunto Re = Ly(1).

Prova: A prova deste Corolario segue os mesmos passos da prova do Corolario 4.1
adaptando apenas a ordem das matrizes, devido a agao integral e inserindo o A- contra-
tividade. Portanto, sera apresentado aqui um breve resumo da prova da secao anterior
fazendo as modificacoes necessarias.

Primeiramente, assume-se que (4.39)) é verificada. Substitui-se [Lu,i ngﬂ-] e [WHJ W127i]
por [Kp; X114+ K7, Xo1: KpiXi2:+ K71, X02:] € [G11,:X11,i+G12:X01,i G11,iX12,i+G12,i X224,
respectivamente, e usa o fato de que

|:X1Tl,i XzTu] A\ [Qn,i QlZ,i:| - |:X11,i X127i:| >

X1T2,z‘ XQTQ,i *x Qo Xo1; Xogg| —

[Xn,i + X1 = A Qi Xz + X3, — A 'Qua

4.43
Xo1i + Xng,i - )\_1Q21,z‘ Xog i+ XQTg,i - )\_1Q22,i ( )

para majorar o bloco que contém as quatro primeiras linhas e colunas da LMI (4.39).

Posteriormente, pré- e pés-multiplica-se a condi¢ao resultante por

T
X1 X2
’ 00O
|:X21i X227i:|
0 I 00O (4.44)
0 0I O
0 0 01
e seu transposto, respectivamente, e define-se
—1 T
Qu1i Q2 P Pragl| | Y1
b= ’ L F= ’ ’ Y1 Hug,
[ * Q22,i * Py, Yzl,j t
H; = Z",
para todo ¢, j = 1,..., N, assim,
)\Pll,i >\P12,z' —GCIFLZ- AZT —AZTC _Kl»j;,z
* >\P22,z' _G,{M 0 I _K}:i
o« He(Viy)| [-ViBI Vi BICT 0 >0,
-1 T -1 -1
* PJ - R; BiHj — P] FjHj
* * He(Hj_l)
(4.45)
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4.2. Seguimento de referéncia

com R;; dado em ue pode ser reescrito como
J )

-1
B; _r 1| Pu; P
R;; = He <[_ BJ Hyy; [Fn,j F21,j] { % ’ PQZ,;} > 5

paro todo i, j = 1,..., N. Pré- e pés-multiplica-se a inequagao (£.45]) por

0 0 Hle
diag{I,Vﬁf, Puj Py Fuy }
* P22,j F21,j

e seu transposto, respectivamente, e devido a regularidade de V;, considere S; = Vﬁli,

depois, multiplica-se a condi¢ao resultante por «a;, o, o € A, e faz-se o somatério para

todo ¢, j =1,..., N. Pré- e pés-multiplica-se o resultado por
00 0 Plagq) ™t
Kp(Oék)T
I 0 0
[K}(Qk)T
01 0 0

e seu transposto, respectivamente. Posteriormente, aplica-se o complemento de Schur e
pré- e pos-multiplica-se a inequagao resultante pelo vetor [f,f \Il(uk)T} e seu transposto,

assim

5]?+1P(04k+1)§k+1 - 51?)\1[)(0%)&
—2W(K (ap)&) TS () (xp(mak)gk) - G(ak)£k> <0 (4.46)

com

Py (Oék) Plz(Oék)

Plew) =170 plan)

:| ,G(Cl/k) = [Gn(ock) Glg(akﬂ s (447)

e K(ay) dado em (4.35]).

Conclui-se, entao, que o sistema (£33) possui trajetérias de modo que sua fungao
de Lyapunov é A-contrativa. Portanto, a viabilidade da desigualdade (£39) implica a
estabilizacao poliquadrética (local) (Daafouz & Bernussou, 2001) do sistema (4.33]) por
uma lei de controle (4.35) com ganho de realimentacao de estado (£.42)), garantindo uma
taxa minima de contratividade da fun¢ao Lyapunov.

A condicao ({£40) garante que o nivel de contracao definido pela fun¢ao Lyapunov seja
incluido em S. Entao, se (A.40) também é satisfeita, é, portanto, realizado o primeiro pro-
cedimento da prova da condigao ([£.39), isto é, as mesmas substituigoes. Posteriormente,
faz-se a transformacao de congruéncia com a matriz dada em (4.44]). Multiplica-se o re-
sultado por «;, a € A, e faz o somatoério para todoi = 1,..., N. Aplica-se o complemento
Schur e finalmente multiplica-se o resultado pelo vetor &} e sua transposi¢ao, obtendo

assim
& K (o)) — Glow) ] 72 [K (0w — Glow) ] & — & Plow) < 0 (4.48)
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para todo ap € Aer =1,...,n,, em que K(ay) é dado em ([A30), G(ax) e P(ax) dado
em (4A47). Consequentemente, o conjunto S inclui o conjunto contrativo Re = Ly(1).
Como resultado, o sistema LPV de malha fechada sujeito a atuadores saturantes (£.33)
cuja lei de controle dada em (£35) com ganhos de realimentagao de estados (d42]), tem
suas trajetorias emanadas em Rg convergindo para a origem sem sair de Re. .

Para maximizar a estimativa da regiao de atracao proveniente do Teorema é rea-
lizado o procedimento de otimizagao Qp em (A.28) sujeito as LMIs (£.39) e (£.40).

As condicoes estabelecidas nesta parte sao necessarias para o desenvolvimento da proé-
xima sec¢ao, em que sao apresentados e discutidos os principais resultados provenientes da
aplicacao dessas condicoes de projeto em um sistema de dois tanques acoplados, sendo

que um destes contém uma nao linearidade em seu interior.

4.3 Estudo de caso

Nesta secao sera ilustrada a proposta desenvolvida na se¢ao anterior para um processo
de nivel nao linear de segunda ordem, modelado por um sistema quasi-LPV. O processo
consiste em dois tanques acoplados com sensores e atuadores industriais padrao. Sera
apresentada a configuracao experimental, seguida pela modelagem fisica e, por fim, os

resultados experimentais.

4.3.1 Configuracao experimental

Os testes sao realizados em um sistema de tanques, mostrado na Figura .6, que
esté disponivel no Laboratério de Sinais e Sistemas do CEFET-MG, campus Divinépolis.
O processo fisico é contido por quatro tanques acoplados sendo que cada um tem uma
capacidade volumétrica de 200 [ e altura de 0,75 m, acionados por duas bombas de 1 HP
com velocidade variavel. Os tanques inferiores tém um escoamento direcionado para um
reservatoério, cuja capacidade volumétrica é de 400 [.

O monitoramento das varidveis de interesse, como a altura e a vazao, sao medidas por
meio de quatro sensores de pressao (um para cada tanque) e dois sensores de vazao, sendo
que um ¢ do tipo roda de agua e outro magnético.

A programacao do controlador no sistema de tanques é realizada com a ajuda de uma
interface baseada em Python (Sousa et al. |, 2018) e a execugao em um computador de
baixo custo (Raspberry Pi3), em que é facilmente programado. O controlador toma as
medidas executadas e armazenadas em um controlador 16gico programavel (CLP) Simatic
S7-300 usando comunicacao Ethernet. O CLP envia o sinal de controle para um inversor
WEG CFW09 que comanda a velocidade da bomba. Além disso, a planta possui um

sistema de seguranca de intertravamento programado em Python, o qual limita a altura
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Figura 4.6: Sistema de tanques acoplados.

dos tanques em 0,7 m a fim de nao ocorrer um transbordamento.

4.3.2 Modelagem fisica

Inicialmente, foi selecionada uma configuracao para o sistema, no qual os tanques
inferiores foram escolhidos. O esquematico representado na Figura[£7]ilustra tal configu-
racao.

O reservatorio contido no modelo fisico é utilizado pela bomba para executar os testes,
circulando a dgua dele para o tanque TQ-02. O nivel deve ser controlado no tanque TQ-
01, onde foi colocado um sélido nao linear com perfil gaussiano projetado em poliestireno
expandido, como pode ser visto na Figura

Para a modelagem do sistema, primeiramente foram aplicadas equagoes de balango de

massa em cada tanque,
V(t) = Gin — Qout- (4.49)

As vazdes, Gin € qout, apresentadas na equacao (£.49) representam o fluxo de entrada e
saida, respectivamente, e foram retiradas empiricamente. A primeira curva a ser calculada
foi a vazao da bomba, ¢;,. O teste consistia em aplicar um valor de tensao, este convertido

em valores percentuais, na bomba durante um intervalo de tempo e verificar a altura em
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TQ-01 TQ-02

Qin

Gout l

Figura 4.7: Esquematico do sistema de tanques.

Figura 4.8: Sélido contido no TQ-01.

TQ-02. Assim, obteve-se,
Gin = (1,64u(t) +35,7) x 107°, (4.50)

em que 0% < u(t) < 100% ¢é o sinal de controle, com a curva de regressao apresentada na
Figura

Por meio de (d.50) foi realizado o teste para calcular a vazao comunicante e a vazao de
saida do sistema. Primeiramente, o processo fisico foi colocado nas condic¢oes de operagao,
ou seja, a valvula comunicante foi totalmente aberta e a de saida teve apenas trés voltas
de abertura. Apds isso, foi introduzida a vazao de entrada conhecida e aguardou o sistema
alcancar regime permanente, dessa forma a vazao de entrada iguala-se a comunicante e a
de saida. Em seguida, foram mensuradas as alturas de ambos os tanques. Sabe-se que a
vazao de saida depende da altura do TQ-01 (hy(t)) e a vazado comunicante da diferenga

entre as alturas (ha(t) —hi(t)), conforme a equagao de Bernoulli. Dessa forma, utilizou-se
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Figura 4.9: Curva de regressao da vazao de entrada.
a regressao linear, ilustrada na Figura [£.10, e obteve-se as seguintes equacoes:
q12 = (33,5(ha(t) — ha(t)) +4,31) x 107%, (4.51)

Gout = (8,713/hy(t) +3,1) x 107 (4.52)

%1074 Vazao de Saida
9.5 - :

* Pontos
—— Interpolagéo

0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75
Altura (m)

Figura 4.10: Curva de regressao da vazao de saida.

Entao, devido a nao linearidade imposta no TQ-01 tem-se,

d ™M

% Cb(h(t))dh = {412 — Yout, (453)
0

em que ¢i2 € Gour Sa0 dados em (4.51)) e (4.52), respectivamente, e a(h;) é a area transversal
do nivel hy(?):

oV 21

A varidvel r = 0,31 m é o raio do tanque, os parametros y = 0,4 e ¢ = 0,55 estao

a(hy(t)) = 337« (2'7r _ cos(25m(h(t) - u))eW) .

relacionados ao perfil gaussiano do sélido. Por causa de a(hy(t)), a integral em (£53) nao
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possui uma expressao analitica. Assim, com a finalidade de resolver esse problema, foi
proposto uma aproximacgao dos termos, dependendo de cos(z) e e* pela série de Taylor,

—(h1(t)—p)? x .
%, como mostra a equagao ([A54). O nitmero de

com z = 2.5m(hy(t) — p) e w =
termos foi escolhido para garantir |a(hi(t)) — a(hy(t))] < 4 x 1073, A medigao da drea
estd sujeita a oscilagao do nivel do tanque, entao, se essa variacao for considerada o erro
da diferenca da area devido a medicao é menor que o erro da aproximacao considerado,
que é 4 x 1073,

4 6 8 2 3 4

3r 1 22z z z W w w
a(h(t) = = (27r———(1-2 - 2 = U YY) (454
alln(t) = 3 ( ey o O R oI T R TIF A SR M +24)) (4.54)
Substituindo a(hq(t)) por a(hi(t)) em [AEJ), é possivel obter
(1) = 22Tt (4.55)

a(h)
que modela a dinamica do nivel no tanque TQ-01. Para o tanque TQ-02, a &drea transversal
é constante e igual a 0,3019 m?2, o que, por etapas semelhantes feitas para o TQ-01, produz:

Gin — q12

ha(t) = G 1g

(4.56)

Portanto, o modelo nao linear fornecido por (L.55)-(4.56) modela a dindmica dos tan-
ques.

Destaca-se que o modelo obtido depende dos niveis medidos. Em particular, a area
a(hi(t)) depende da altura do TQ-01, que é mensurada. Portanto, o sistema se encaixa
em um sistema quasi-LPV, ou seja, um sistema que depende de um parametro obtido
indiretamente de outras medicgoes feitas online.

A fim de validar o modelo obtido, este foi linearizado para os pontos de operacao
de 0,28, 0,38 e 0,48m da altura do TQ-01. Apéds linearizado, o sistema foi submetido a
uma entrada degrau com uma variagao de £0,04 m de altura do ponto de operacao. As
validagoes podem ser visualizadas nas Figuras .11 e 413

A condicao estabelecida na secao anterior é baseada em inequagoes lineares matriciais.
Portanto, é necessario definir um politopo, linear e convexo, para o sistema com seus
respectivos vértices. Dessa maneira, realizou-se um teste em que o sistema (L53]) e (£.56])
foi linearizado em toda extensao dos seus pontos de operacao. Logo em seguida, o processo
continuo foi discretizado com o tempo de amostragem de Ty = 5,2632 s, que é cerca de
um quinto da constante de tempo mais rapida na faixa operacional, incluindo o efeito de
portador de ordem zero. Assim, analisou-se o comportamento dos termos das matrizes
geradas, como podem ser vistos na Figura [£.14]

A Figura [£14] como pode observar, apresenta somente a variacao dos termos da

segunda linha da matriz de estado, que representa a altura do TQ-01. Como a area do
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Figura 4.11: Validacio de hy(t) para 0,28 m. Figura4.12: Validacao de h,(t) para 0,38 m.
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Figura 4.13: Validacao de hy(t) para 0,48 m.
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Figura 4.14: Comportamento dos termos das matrizes de estados.

TQ-02 é constante, os termos das matrizes geradas referente a sua altura nao apresentam

variacoes, por este motivo nao sao mostrados na Figura [£.14]

Devido ao nivel maximo suportado pelos tanques, assume-se uma faixa de operacao
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4.3. Estudo de caso

de 0,28 m < hy(k) < 0,48 m. Para esse intervalo, é possivel envolver a dinamica por dois
modelos lineares, um em cada valor extremo de hq(k), como visto na reta indicada pela
cor vermelha da Figurad.14l Portanto, as matrizes discretizadas, apresentam os seguintes

vértices:

0,0752 0,9057 0,1130 0,8652 1

0,2779
b= {0,0111

T
4 — {0,9455 0,0540} A, {0,9466 0,0528} o= H 7

(4.57)

] x 1073, By = [0’2780} x 1073,

0,0167
Esses vértices sao conectados por um parametro LPV, o qual foi calculado por meio

da interpolagao da reta em vermelho na Figura [£.14] assim

ay (k) = —0,05h (k) + 2,4,

as(k) = 0,05k, (k) — 1,4. (4.58)

4.3.3 Resultados experimentais

A programacgao de ganho exige uma escolha do limite de saturacao p e da constante
de contratividade A. Para ilustrar as condigoes do Corolario 4.3, é aplicado o problema
de otimizacao ([A.28) ao sistema modelado para p = 25% e p = 15%. O primeiro p é o
valor maximo de controle simétrico em torno da condigao operacional minima no intervalo
0,28 < hy(k) < 0,48 m. O segundo leva a valores limitados no atuador.

O valor de X\ afeta diretamente o tamanho de Rg. Quanto menor o A, menor a regiao
de atragao. Se A for escolhido muito préximo da unidade, a regiao Re nao serd realista,
permitindo niveis acima da altura dos tanques. Por outro lado, pequenos valores de
A levam a uma convergéncia muito rapida, mas a regioes de atragao muito pequenas.
Escolhemos A = 0,95, empiricamente, estabelecendo um compromisso entre o tamanho de
Re e a velocidade da convergéencia.

Entao, com p = 25% tem-se os seguintes ganhos do controlador
Kpi = [-2,6568 —1,6630] x 10°, K;; = 109,6971,

Kpy = [—2,7894 —1,6076] x 10°, K, = 111,8418, (4.59)

e com p = 15% os ganhos sao
Kpy = [-2,7336 —1,7116] x 10°, Kj; = 112,9695,

Kpy = [—2,8681 —1,6491] x 10°, K7, = 114,8949. (4.60)

Por causa de (£58), a equagao ([A35) pode ser reescrita como

Kp(hl(k')) — O,O5h1(k’)(Kp2 — Kpl) - 2,4Kp1 —|— 1,4KP2
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K[(hl(k’)) = 0,05h1(]€)(K]2 - KIl) - 2,4K]1 ‘|— 1,4K[2. (461)

Assim, a partir desses ganhos sao realizados dois tipos de ensaios: um para rastrea-
mento de referéncia e outro para regulagao em torno de um determinado ponto de ajuste.
Deve-se ressaltar que o rastreamento de referéncia implica no estudo de tolerancia ao si-
nal exégeno (ou ao disturbio) como ¢é feito em (Lopes et al. |, 2020). Entretanto, neste
trabalho a estimativa de variacao do sinal de referéncia é feita por meio de simulacoes
numéricas, com a verificacao a posteriori das trajetérias de malha fechada.

Rastreamento de Referéncia: Para cada controlador projetado, é realizado um
experimento em tempo real para rastrear uma sequéncia de etapas de referéncia. Os
resultados alcancados estao representados na Figura .15l onde fica claro que ambos os
controladores direcionam o nivel para o valor desejado com um erro de estado estacionario
nulo. O leitor pode observar nos detalhes desta figura que, o projeto com p = 25% (linha
pontilhada vermelha) é mais agressivo, levando a uma resposta de tempo mais rapida,
com menor tempo de subida. O maximo sobressinal de ambos os projetos sao quase 0s
mesmos, assim como o tempo de acomodacao. Nos projetos e em todas as etapas, a saida

controlada vai para o valor de referéncia, conforme o esperado.

Altura de TQ-01
0.33 ‘ :
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25:y°

0.32 - 15%

031 - 4

o
w
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0.28 f=, ) L L L L L
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Figura 4.15: Nivel do tanque TQ-01, (hy(k)), assumindo p = 25% (linha pontilhada
vermelha) e p = 15% ( ).

A Figura mostra os sinais de controle (linhas azuis) e os respectivos limites de
saturagao (linhas tracejadas vermelhas). Observe que o controle usa todo o intervalo
permitido, alcangando a saturagao em varios instantes, especialmente nos correspondentes
a etapa de referéncia.

A Figura[LI7 mostra a variagao temporal dos ganhos de controle (integral e proporci-

onal). Observe que o ruido nas medidas de hy(t) causa flutuagoes nos valores dos ganhos
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Figura 4.16: Sinais de controle. A linha tracejada vermelha representa o sinal de controle
representa os limites do sinal de controle e a linha azul os sinais de controle para for
p = 25% (superior) e p = 15% (inferior).
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Figura 4.17: Comportamento dos ganhos de controle em variacao do tempo.

Regulamento de Nivel: Para cada controlador projetado, é realizado um experi-

mento em tempo real para manter o nivel em hy(t) = 0,32 m; os resultados alcan¢ados

sao mostrados na Figura I8 Em ¢ = 3500 s, uma perturbacao padrao é imposta ao pro-

cesso, elevando o nivel controlado para mais de 0,333 m. O leitor pode ver o zoom nesta

figura, mostrando em detalhes a rejeicao de perturbacao realizada por cada controlador,
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sendo que aquele que apresenta um limite de saturagdo maior (p = 25%) tem uma agao
um pouco mais agressiva ao direcionar o nivel controlado (linha pontilhada vermelha) de

volta a referéncia.
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Figura 4.18: Nivel do tanque TQ-01 sob perturbacao para o projeto de controladores com
p = 25% (linha pontilhada vermelha) e p = 15% ( ).

Novamente, os sinais de controle agem para rejeitar a perturbagao atingindo os limites
de saturacdo, conforme mostrado na Figura [4.19. E claro que no sinal de controle mais
restrito (p = 15%, plotagem inferior), o nimero de vezes que o atuador satura é maior
do que para a saturacao p = 25% (plotagem superior). Essa diferenga ocorre, porque os
dois projetos compartilham o mesmo parametro de contratividade, A = 0,95, apesar dos
limites de saturacao relativos.

Para ilustrar que as trajetorias inicias em R¢ nao saem de Rg, sao apresentadas as
regides de atragao do sistema com um limite de saturacao p = 15%, como pode ver na
Figura £20, e com p = 25% como mostra a Figura [£2]] As figuras e [1.2T] mostram
que as trajetérias de ambos os testes (rastreamento de referéncia e regulagao de nivel)
permanecem dentro de R¢ para qualquer um dos limites de saturagao impostos. No
detalhe, é mostrado um corte dos conjuntos elipsoidais com o plano x; = 0 e a projecao
das trajetorias. Vale ressaltar, que no caso do p = 15% tem uma regiao menor R¢ do que
a alcancada com p = 25%, como era o esperado. Portanto para o caso do limite p = 25%
caberia aumentar um pouco a pertubacao ou o degrau aplicado na entrada, que ainda

assim as trajetorias nao sairiam de Reg.
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Figura 4.19: Sinais de controle. A linha tracejada representa o limite do sinal de controle.
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Figura 4.20: R¢ para p = 15% para rastreamento de referéncia e regulagao de nivel (linha

preta).

4.4 Consideracoes finais

Na primeira secao deste capitulo foi apresentada uma nova metodologia para o projeto

de controle por realimentacao de estados para sistemas LPV de tempo discreto sujeitos

a atuadores saturantes, baseada em uma funcao poliquadratica, que é um caso particular

das fungoes polinomiais homogéneas apresentadas no capitulo anterior, sendo o grau das

matrizes do Coroldrio 1] equivalentes a 1. Dois exemplos numéricos foram ilustrados

para mostrar a eficacia do método.

70



4.4. Consideracoes finais
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Figura 4.21: R¢ para p = 25% para rastreamento de referéncia e regulagao de nivel (linha
preta).

A segunda secao faz uma extensao da condicao proposta na primeira. Agora, as
condigbes convexas possuem uma acao proporcional-integral (PI) para um sistema com
parametro linear variante no tempo sujeito a atuadores saturantes. A acao proporcional
é proveniente da realimentacao de estado, e a integral atua sobre o erro de rastreamento.
Essas condicoes garantem também a estabilizacao poliquadrética local dos processos de-
pendentes de parametros.

Por fim, na terceira secao foram ilustradas as propostas realizadas na segunda para
um processo nao linear de segunda ordem modelado em um sistema quasi-LPV. Com base
no controlador projetado foram realizados dois tipos de ensaios: um para rastreamento de
referéncia e outro para regulacao em torno de um determinado ponto de ajuste. A variacao
do sinal de referéncia foi realizada por meio de testes experimentais, porém ¢é possivel
obter de forma exata a maxima variagdo como ¢é realizado em (Lopes et al. |, 2020). Os
experimentos em tempo real mostraram a eficacia do procedimento do projeto que também
garante um indice de desempenho, fornecido pela contratividade da funcao Lyapunov.
Além disso, foram determinadas as estimativas regioes de atracao para diferentes valores
do limite de saturagao. Percebe-se, entao, que utilizando uma funcao poliquadrética foi
possivel alcangar o objetivo proposto. Por esse motivo nao foi necessario a realizagao

deste experimento para as condicoes apresentadas no Capitulo 3 que sao mais gerais.
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Capitulo

Conclusoes

5.1 Consideracoes finais

Neste trabalho foram apresentadas algumas metodologias para o projeto de controle
por realimentacao de estados para sistemas LPV de tempo discreto sujeitos a atuadores
saturantes. As condigoes convexas estabelecidas, sao formuladas em termos de LMIs, que
se satisfeitas, asseguram que as trajetorias do sistema LPV de malha fechada estejam
limitadas. A saturacao do sinal de controle foi considerada como uma nao-linearidade do
tipo zona-morta, na qual foi aplicada a condicao de setor generalizada. Devido a esta
limitacao dos atuadores, foi necessario estimar uma regiao em que todas as trajetorias dos
estados com condigoes iniciais pertencentes a esta convirja para a origem. Portanto, foram
realizadas condigoes de sintese de controladores por realimentacao de estados, que garan-
tiam a estabilidade assintética de sistemas LPV discreto no tempo sujeitos a atuadores
saturantes, para um conjunto de condigoes iniciais admissiveis.

Para o desenvolvimento das condigoes primeiramente foi necessario uma revisao bi-
bliografica dos principais assuntos, como sistemas LPV, saturacao do sinal de controle
e funcoes de Lyapunov, que podem ser visualizadas nos Capitulos 1 e 2 deste trabalho.
Além disso, no Capitulo 2 foi realizada uma explicagao de como utilizar fungoes de Lya-
punov polinomiais homogéneas para a sintese de controladores, a qual é a abordagem que
resulta no principal resultado da dissertacao.

No Capitulo 3 foram propostas duas abordagens baseadas em fungoes de Lyapunov po-
linomiais homogéneas para tratar os sistemas LPV com atuadores saturantes: a primeira
foi baseada em uma abordagem ja existente na literatura sendo utilizada trés variaveis de
folga, a segunda foi realizada utilizando apenas as ferramentas matriciais como comple-
mento de Schur e transformacao de congruéncia, com adi¢ao de somente uma variavel de
folga.

Devido a quantidade de varidveis de folga era esperado que a primeira abordagem

apresentasse melhores resultados. Porém, como foi visto no Capitulo 3, no segundo exem-

72



5.1. Consideragoes finais

plo, a medida que aumentava o grau das matrizes das condicoes, os resultados da segunda
abordagem eram mais satisfatérios, além disso, a primeira abordagem gerava maior custo
computacional. No primeiro exemplo foi mostrado apenas os resultados obtidos com a
segunda abordagem, isto porque os resultados obtidos com a primeira abordagem foram
exatamente os mesmos, porém a primeira demandou uma maior complexidade numérica
para resolver, o que a tornou nao atrativa. Pode-se concluir neste capitulo também, que a
utilizacao de fungoes de Lyapunov polinomiais homogéneas geram resultados menos con-
servadores, embora o custo computacional seja maior, e também, a medida que aumenta
o grau das matrizes pode aumentar o tamanho da estimativa regiao de atracao, depende
do sistema trabalhado. No primeiro exemplo do Capitulo 3 mesmo foi visto esse aumento
de forma clara.

Foram também apresentadas condigoes de sintese de controladores, que sao particulari-
dades do primeiro teorema do Capitulo 3, para um sistema LPV com atuadores saturantes
no Capitulo 4. Primeiramente, foi realizado um procedimento particular da primeira con-
digao, baseada do trabalho de [Pandey & de Oliveira (2017), do Capitulo 3, em que as
matrizes da condicao serao de grau 1, tornando uma fungao poliquadratica. Os resultados
desta condicao foram mostrados por meio de exemplos numéricos, fazendo comparagoes
das fungoes poliquadraticas com as quadraticas e também de controladores robustos com
controladores LPV. Foi possivel notar que fungoes poliquadraticas geram resultados me-
nos conservadores, isso porque a funcao de Lyapunov é dependente de parametro, ou seja,
é apresentada de forma mais geral. E, controladores LPV apresentam melhores resultados
comparados com os robustos, também devido a dependéncia de parametro. Em relagao
a estimativa regiao de atracao, fungoes poliquadraticas e controladores LPV resultam em
uma regiao maior.

Na segunda secao do Capitulo 4 foi apresentada uma extensao da condicao baseada em
uma funcao poliquadratica. Foi proposto o projeto de um controlador LPV com uma ac¢ao
proporcional sobre os estados do sistema e uma acao integral sobre o erro de rastreamento.
Além disso, essa condi¢ao garantiu o desempenho do sistema LPV em malha fechada com
uma taxa de contratividade da funcao Lyapunov. Foram realizados dois tipos de ensaio
com esta condigao: um para rastreamento de referéncia e outro para regulacao em torno
de um determinado ponto de ajuste, ambos ensaios foram realizados para dois limites da
saturacao, com p = 15% e p = 25%. A ilustracao do método de projeto foi realizada em
um sistema de tanques acoplados nao lineares de segunda ordem, modelados como um
sistema quasi-LPV. Os experimentos em tempo real mostraram a eficacia do procedimento
do projeto que também garantiu um indice de desempenho, fornecido pela contratividade
da funcao de Lyapunov. Para o primeiro ensaio realizado, foi possivel perceber que os

controladores projetados direcionam o nivel para o valor desejado com um erro de estado
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estacionario nulo, como era o esperado. Além disso, os resultados obtidos para o limite
de saturacao equivalente a 25% foram mais agressivos, com um tempo de resposta mais
rapida e menor tempo de subida. Os resultados obtidos com o segundo ensaio também
foram satisfatérios. Os controladores conseguiam manter o nivel de dgua desejado pelo
projetista mesmo com a insercao de pertubacao. Com o limite de saturacao menor, o
atuador saturava mais. Por fim, foram também caracterizadas as estimativas regioes de
atracao para ambos limites de saturacao. E foi possivel notar que a com o limite de 25%
era possivel inserir uma pertubacao maior, visto que a estimativa regiao de atracao foi
um pouco maior comparada com a do limite igual a 15%.

Dessa forma, concluiu-se que a abordagem usando uma funcao de Lyapunov poli-
quadratica resulta em estimativas de regioes de atracao menores do que as usando uma
polinomial homogénea, que em contrapartida necessita de um custo computacional maior
que a primeira. Porém, isso é relativo, depende do sistema. No processo dos tanques
acoplados, por exemplo, utilizando uma funcao de Lyapunov polinomial homogénea nao
fez diferenca na regiao de atragao, mesmo considerando um grau igual a 3 ou mais, sendo

uns dos motivos de nao colocar essa ilustracao no trabalho.

5.2 Trabalhos desenvolvidos

Nesta parte serao apresentados todos os trabalhos realizados durante o curso de mes-

trado e que apresentam os resultados obtidos com esta dissertacao:

1. Publicado:

e Estabilizacao Poliquadratica Local de Sistemas Sujeitos a Atuadores Saturantes
(Figueiredo et al. |, 2019): Esse artigo investiga o problema da estabilizagao
local para sistemas discretos no tempo com parametros variantes no tempo,
LPV, e sujeitos a atuadores saturantes. E proposta uma condi¢cao convexa
para projetar controladores por realimentagao de estados do tipo LPV, que
estabilizam local e poliquadraticamente a malha fechada para um conjunto de
condicoes inciais. Esse conjunto é obtido a partir da intersecao de elipsoides
obtidos por meio de uma funcao de Lyapunov dependente de parametros. A
abordagem baseia-se em uma condicao para estabilizacao poliquadratica de
sistemas lineares publicada recentemente por |Pandey & de Oliveira (2017) que
permite levar em conta a dependéncia paramétrica na matriz de entrada do
modelo do sistema. A condicao proposta € ilustrada por meio de dois exemplos

numéricos. Esse artigo foi publicado no 14° Simpédsio Brasileiro de Automagao
Inteligente (SBAI).

74



5.2. Trabalhos desenvolvidos

2. Submetido:

o Design of saturating state feedback control laws for discrete-time LPV systems
through homogeneous polynomial parameter-dependent functions: As principais
contribuigoes desse artigo sao novas condigoes convexas para sintetizar contro-
ladores de ganhos de estado racionais dependentes de parametros, garantindo a
estabilidade local do sistema LPV sujeito a atuadores saturantes para um con-
junto de condigoes iniciais. Sao propostas duas condigoes de projeto utilizando
uma estrutura baseada em parametros polinomiais homogéneos (HPPD) nas
variaveis matriciais. Gragas a um conjunto de niveis definido a partir de uma
funcao Lyapunov baseada em HPPD, obtém-se estimativas menos conservado-
ras da regiao de atracao. Dois exemplos ilustram os aspectos numéricos das

condigoes propostas. Este artigo foi submetido a um periédico internacional.

e Design of LPV-Pl-like controller with guaranteed performance for discrete-time
systems under saturating actuators: Esse artigo apresenta novas condicoes para
projetar controladores (LPV) para sistemas LPV sujeitos a atuadores satu-
rantes. O projeto proposto garante uma taxa minima de contratividade de
uma fungao Lyapunov associada. Uma estrutura proporcional integral (PI) é
empregada para garantir erro de rastreamento nulo para sinais de referéncia
constantes por partes. Ensaios experimentais conduzidos em um controle de
nivel nao linear de segunda ordem ilustram o potencial da abordagem proposta.
Além disso, os testes indicam como a taxa de contratividade afeta o tamanho

da estimativa regiao de atracao. Este artigo foi aceito para a International
Federation of Automatic Control (IFAC, 2020).

3. Em preparacao:

e Local input-to-state stabilization of constrained polynoial-LPV systems under
saturating actuators: Esse artigo investiga condicoes de sintese de controla-
dores por realimentacao de estados para sistemas LPV polinomiais continuos
no tempo com atuadores saturantes sujeito a pertubacao limitada. As condi-
¢oOes convexas garantem estabilidade local do sistema de malha fechada para
um conjunto de condicoes iniciais e para sinais de perturbagoes limitados por
energia. Para resolver as restrigoes ¢ empregada a soma de quadrados das ma-
trizes. Considera-se também na abordagem realizada o ganho L, para garantir

robustez no controlador.
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5.3 Trabalhos futuros

Como trabalhos futuros seria interessante inserir algum indice de desempenho nas
condicoes investigadas no Capitulo 3, como por exemplo o A-contratividade, a minimizagao
do ganho L, entre outros.

Em geral, considerando todas as condigoes apresentadas neste trabalho, seria possivel
também como um trabalho futuro utilizar o sistema LPV como polinomial nos estados,
assim, as condigoes apresentariam uma formulagao mais geral o que tenderia em resultados
menos conservadores. Para tratar a estabilizacao de sistemas LPV polinomiais poderia
utilizar relaxagoes baseadas em somas de quadrados, mais conhecidas como SOS (do inglés,
Sum of Square).

Uma outra possibilidade de trabalho seria a utilizacao de uma nova forma geométrica
para caracterizar a estimativa regiao de atracao. No caso deste trabalho utiliza elip-
soides, mas poderia utilizar outros formatos como uma possivel maneira de melhorar a

representacao da regiao de atragao.
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Apéndice

Complemento de Schur

Nesta parte é apresentado o complemento de Schur, que é uma ferramenta matematica
utilizada para alcancar as condigcoes propostas nos capitulos 3 e 4.
O complemento de Schur é uma relagao entre submatrizes contidas em uma matriz.

Seja () e R matrizes simétricas, entao a condicao

ERE »

é equivalente a
R>0, Q-S"R'S>o.

Assim, o complemento de Schur da submatriz R corresponde a seguinte expressao:

Q- STR'S>0. (A.2)
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